Exercices de mathématiques - Théoremes - Géométrie vectorielle - Corrigés

ge-tv.1. Angle entre deux vecteurs.

_>
PROPOSITION 0.1. Soient @, 7 € R3 et a l'angle “entre la fleche reliant 0 a Z et la fleche

reliant 6> a 7”. Alors
T ey = cos(a)[| 7| |7l

—

FIGURE 1. Soustraction de deux vecteurs

DEMONSTRATION. Commencons par remarquer que
||7 - 7” = \/(xl — )2+ (22 — y2)? + (23 — y3)?

donne la distance euclidienne entre les points 7 et 7, Cest-a-dire la longueur du segment [77]

De méme, | 7| = /22 + 22+ 22 donne la distance euclidienne entre 0 et 2’. Finalement,
2 2 2 . . . %
171 = /42 + y2 + 42 donne la distance euclidienne entre 0 et 7/ .

Par conséquent, en appliquant le théoreme du cosinus au triangle 0 77, nous trouvons que

17 =F1 =171+ 1V~ 2cos(@)I T 7|

c’est-a-dire,
pi o+ ol +yl i+ = 2cos(@)| TNV = (21— y1)? + (w2 — y2)? + (w3 — y3)*

= 2] — 2;1y1 + yi + 25 — 222ys + Y5 + T3 — 2233 + U3
= —QCOS(@)H?” H?H = —2x1y1 — 2x2Y2 — 223Y3

= cos( @ TN T ]| = 211 + way2 + ways

= cos(a)| 7| |VII=T ¥
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O

ge-tv.3. Propriétés du produit vectoriel.
PROPOSITION 0.2. Soient @ = (a1;aqz;as) et b= (b1;b2;b3) € R3. Alors

1@ > bl = flall - [[b]} - sin(e)

ot v est l'angle (0 < « < 180°) entre la fleche reliant 'origine a a et la fléche reliant lorigine d

b.

DEMONSTRATION. Commencons par montrer que

-

1@< b]|* = [|a]|*[[o]|* — (@ e b)*
En effet, remarquons que

||C7: X g||2 = (Cbgbg — a3b2)2 + ((llbg - a3b1)2 + (a1b2 - Cbgbl)Q

= a%b% — 2&21)3@352 + agbg + &%bg — 2&11)3&3[)1 + a%bf + a%bg — 2&1()2@261 + agbf

De plus,

-

|a|*1B]1* — (G0 b)* = (af + a3 + a3)(B} + b3 + b3) — (aaba + azby + ashs)”
= alb? + a2b3 + a3b3 + alb? + a3bi + a3bi + aibi + a3b; + azb;
—a%b% — a%bg — a%bg — 2a1b1asby — 2a1b1asbs — 2asb5a3b3
= ajb; + aib; + a3b] + a3b; + a3b] + a3b;
—2a1byagby — 2a1b1a3b3 — 2axbsa3bs

= lla@ x b|”
Par la formule reliant I'angle entre deux vecteurs au produit scalaire, on trouve

la < bl* = [la@|*[b]|* — (@ o 5)?
= la@l?[1bl|* — (cos(a)|l|1b])*
= [[a@ll?1Bl[* — cos(a)? 1@ |b]|*
= l@l?[lb}* [1 — cos(a)?]

= [|a]|[[b]* sin(a)*
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Comme 0 < a < 180°, on obtient

@ < ] = lla| - [5] - sin(a)

ge-tv.4. Propriétés du produit vectoriel.

PRoOPOSITION 0.3.

—

ix(bxd)=(Ged)b— (Geb)@d Va b ceR®
DEMONSTRATION. Nous trouvons d’une part:

ai by &1
ax (bx?d)=|as | x by | X | ¢y =
as b3 C3

a1 bacg — bzcy
a9 X —(1)163 — bgcl)
a3 bica — bacy

= —[al(blcg — b261> — Clg(bQCg — 6302)] = —GlblCQ -+ a1b201 + a36203 — ClgbgCQ

ag(blCQ — bQCl) — Clg(-(bng — bgCl)) agblcg — ClQbQCl + agblcg — a3b301
CL1(-(b1C3 — b361>) — CLQ(bQCg — b3(32) —a16163 + a1b301 — CLQbQCg + a26302

et d’autre part:

b C1
(L_i L] E)b — (C_i [ ] b)é': (61101 + asco + agcg) bg — (a161 + &ng + Cbgbg) Co
b3 C3

(a1c1 + agcy + ages)by — (arby + asby + agbs)cy
= (alcl + agscy + agcg)bg — (a1b1 + a2b2 + agbg)CQ
(a101 + agscy + agcg)bg — (a1b1 + a2b2 + agbg)C;),

a101b1 + (IQCle + a303b1 — a1b101 — a2b201 — a36361
= | a1c1by + ascaby + azcsby — a1bicy — asbacy — asbses
a101b3 + (lQCng + a303b3 - (llbng - a2b203 - a3b303

CLQCle -+ &3C3b1 — a26201 — a3b301 &2[)102 + a36103 — GQbQCl — a3b301
= alclbg + a303b2 — a1b102 — CL3b3€2 = CleQCl + a3b2C3 — (11b102 — a3b362
CL101Z)3 + CLQCng — a1b1€3 — CLQbQCg CL1b3C1 + a21)362 — a1b103 — a2b2C3

ce qui acheve la démonstration de 1’égalité:

-,

Ax (bxd) = (Ted)b— (Teb)
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ge-tv.5. Propriétés du produit vectoriel.

PROPOSITION 0.4. Soient d@ = (ay; ag; as) et b= (by;ba;b3) € R3. Alors
@ x Bl|* = [|a]]*(|b]]* — (@ » b)*
DEMONSTRATION. Remarquons que
1@ % b]|> = (asbs — azbs)® + (arbs — asbi)® + (arbs — ashy)?

= a2b3 — 2&2[)3@3[)2 + Qs bQ + ay b2 — 2&163(13[)1 + as b2 + a; b2 — 2&1&)2&261 + CLle

De plus,

-

|@lPlIB]” — (@ b)* = (af + a5+ a3)(b] + b3 + B3) — (arby + ash + ashs)’
= aib + aib; + a3b; + a3b] + a3b; + asb; + azbi + azbs + azb;
—a?b% - agbg — a%bg — 2a1b1a9by — 2a1b1asbs — 2asb5a3b3
= ajb; + aib; + a3b] + asb; + a3b] + a3b;
—2a1biasby — 2a1b1a3bs — 2axbsa3bs

= lla@ x bl|*

ge-tv.6. Interprétation géométrique du produit vectoriel.
PROPOSITION 0.5. Soient @ = (a1; as; as) et b= (by; by; bs) € R3. Alors

la x b)) = [|@*l[]* — (@ o b)*
DEMONSTRATION. Remarquons que

HJ X gHQ = (a2b3 — agbg)z + (a1b3 — (1361)2 + (a1b2 — a2b1)2

= agb 2a2b3a3b2 + CL3b2 —+ Cle2 2@1()3&3[)1 -+ CL3b2 -+ alb2 2&1()2@2[)1 -+ agb%
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De plus,

—

1[1*|1Bl[* — (G @ B)* = (af + a3 + a3) (b} + b3 + b3) — (asby + azbs + asbs)’
= atb? + a2b3 + ajb3 + a3bi + asb; + ajbi + a3bi + a3b; + azb;
—a%b? — a%bg — agbg — 2a1b1asby — 2a1b1a3bs — 2a9boa3b3
= aiby + a;b; + a3bi + a3b; + azbi + azb;
—2a1b1azby — 2a1b1a3bs — 2a9b2a3b3

= @ x blJ”

PROPOSITION 0.6. Soient d = (ay;aq; ag) et b= (b1;b2;b3) € R3. Alors

@ x bl = [lall - [1B]] - sin(a)

ot « est l'angle (0 < a < 180°) entre la fleche reliant lorigine a @ et la fleche reliant lorigine a

b.

DEMONSTRATION. Par la formule reliant I'angle entre deux vecteurs au produit scalaire, on
trouve

-

la < bl* = [la@|*|Bl|* — (@ b)?
= la@ll?l1bl|* — (cos(a)llalll1b])*
= a@ll?[1bl* — cos(c)? [ |Bl|*
= l@l?lIb}* [1 - cos()?]

= [|@ll||b]|? sin(a)®
Comme 0 < a < 180°, on obtient

1@ > bl = [lal] - [|b]] - sin(e)

La norme du produit vectoriel ||@ x b|| est égale & D'aire du
parallélogramme construit sur @ et b. En effet (voir figure
ci-contre),

S
N
=

Apara = base x hauteur = ||d]| - h = ||d| sin(a)||b]| = [|@ x b

ST
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ge-tv.7. Invariance par permutations circulaires et interprétation géométrique du
produit mixte.

PROPOSITION 0.7. Soient d, betceR3. Alors
(@;b;¢) = [b; ¢ d =[G @ b]
Le produit maixte est invariant sous permutations circulaires de ses arguments.

DEMONSTRATION. On a

aq b1 C1 CL2b3 — agbg (&1
[a, b, E] = (6 X b) eC = as X bQ e | | = a3b1 — albg e | C
as bs C3 aiby — asby C3

=C ((Zgbg — ang) + Co (a3b1 — CL1b3) + C3 (a1b2 — agbl)

= C1a2b3 — cla3b2 + CQCLgbl —02a1b3 + 03a1b2 — Cgagbl

Par ailleurs,

b1 C1 aq b2C3 — b3C2 aq
[b7 E‘, CY] = (b X E) e = b2 X | C e | ay | = b301 — b103 ® | o
bs C3 as bica — bacy as

= a (b203 — bgCQ) —+ ag (bgCl — blcg) + asg (blCQ — bQCl)

= a1b203 — ClegCQ + agbgcl — CLlecg + agblcg — agbgcl

ce qui montre que
et par conséquent également que

Interprétation géométrique
La valeur absolue du produit mixte

@ 5;

est égale au volume du parallélépipede construit sur @, b R EEEEN
et . En effet, T ,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Viara = base x hauteur = ||@ x b|| - h

/,//Xi\ base= ||@ x b|

= lla x Bl - @l cos(a)| = | (@ x B) ol = |[a: 5 ] :



Exercices de mathématiques - Théoréemes - Géométrie vectorielle - Corrigés (page 7/8)

ge-tv.8. Formule reliant ’angle entre deux vecteurs et le produit vectoriel.
PROPOSITION 0.8. Soient @ = (a1; as; as) et b= (by; by; bs) € R®. Alors

1@ > ]| = lal| - [[b]} - sin(e)

ot « est l'angle (0 < a < 180°) entre la fleche reliant lorigine a @ et la fleche reliant lorigine a

&

DEMONSTRATION. Par la formule reliant 1’angle entre deux vecteurs au produit scalaire, on
trouve
la < blI* = [|al*||b]]* — (@ e b)*

= llall*1b]l* = (cos(a)[1@l]1b])*
= @l ?[1b* — cos(c)?[*|Bl|*
= Jl@l?lIo]* [1 - cos()?]

= [|@ll*||b]|? sin(a)®
Comme 0 < o < 180°, on obtient

1@ > bl = lal| - [[b]} - sin(e)

Interprétation géométrique

La norme du produit vectoriel ||@ x b|| est égale & D'aire du
parallélogramme construit sur @ et b. En effet (voir figure
ci-contre),

S
N
=

Apara = base x hauteur = ||@]| - h = ||@|| sin()||b]| = ||@ x b] a

ge-tv.9. Formule reliant la norme du produit vectoriel et le produit scalaire.
PROPOSITION 0.9. Soient @ = (ay; as; ag) et b= (by; ba;b3) € R3. Alors

1@ x 51 = [|@1*|[8])* — (@ » b)*
DEMONSTRATION. Remarquons que

Hd X EH2 = (CLng — a3b2)2 + (Cleg — CL3b1)2 + ((Ile — a2b1)2

= a%bg — 2&2()3&3[)2 + ngg + a%bg — 2a1b3a3b1 + agb% + a%bg — 2@1()2&2()1 + a%bf
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De plus,

=,

HdeHl;HZ — (Geb)* = (a]+a3+a3)(b] + b3+ b3) — (ar1by + azby + azbs)?
= aibi + aibj + aib; + a3bi + a3b; + a3b; + a3b; + a3b; + a3b;
—a%b% - a§b§ — a§b§ — 2a1b1agby — 2a1b1asbs — 2asb5a3b3
= ajb; + aib; + a3b] + asb; + a3b] + a3b;
—2a1biasby — 2a1b1a3bs — 2a2bsa3bs

= lla@ x bl|”
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