Exercices de mathématiques - Théoremes - Algebre linéaire - Corrigés

al-tl.1. Inégalité de Cauchy-Schwarz.
THEOREME 0.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient @ et i € R™. Alors, on a Uinégalité

7 eI < TNV

DEMONSTRATION. Posons

J) =17 —t- 7|

%
Par définition, f(t) > 0 pour tout t. Remarquons que si 7 = 0 linégalité est vraie. Par

conséquent, nous pouvons supposer pour la suite que ¥ # 0.
Par ailleurs, par les propriétés B1, B2 et S du produit scalaire, nous trouvons que

f&) =17 -t- 7|
= (T —t-Y)e (T —t- )
=T o7 —2t-Y)e T+t (Y oY)
= VI’ —2(Y o Tt + | 7|7
= at® + bt + ¢
olta =7 b=-2T eY) et c= |7

Donc le graphe de f est une parabole convexe (car a > 0) qui coupe 'axe horizontal au plus
en un seul point. Par conséquent, nous savons que le discriminant A = b? — 4ac < 0. Or

B —dac< 0= (—2(T e« 7)) —4|FIPIT|? <0
= 4T o )2 < 47| |2
=T e Y < 7PV
= |7 e | < 7NV

al-tl.2. Théoreme des dimensions.

THEOREME 0.2 (Théoréme des dimensions). Soit f : R® — R™ une application linéaire. Alors

(1) Ker(f) est un sous-espace-vectoriel de R™
(2) Im(f) est un sous-espace-vectoriel de R™
(3) dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n.
DEMONSTRATION. ( ) Soient ? v €K er(f) et A € R. Alors, comme f est linéaire,
S0 )
(T +7) = f(@)+ f(Y) = O_—>|— 0_): 0, ce qui montre que @ + ¢ € Ker(f). Par
ailleurs, f(\ - ?) = )xf(?) =X-0 = 0, ce qui montre que \- 7 € Ker(f).

1
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(2) Soient @ = f(7), T = (/) € Im(f) et A € R. Alors, comme f est linéaire, @ +
+

7 = f(? f(?) = f(? + 7), ce qui montre que @ + ? € Im(f). Par ailleurs,
A-d =X f(7)=f(\- ), ce qui montre que A - @ € Im(f).

(3) Notons k = dim(Ker(f)). Soit {v], ---, .} une base de Ker(f) (i.e. v1,--- 0 en-
gendrent Ker(f) et v, , v sont linéairement indépendants). Si Ker(f) = R", alors

Im(f) = {ﬁ} et dim(Ker(f)) 4+ dim(Im(f)) = n + 0 = n. Nous pouvons donc supposer

que Ker(f) # R™.
Soit wi1 € R™\Ker(f). Alors les vecteurs v_1>,- . ,ﬁ, wkH; sont linéairement indé-

. —y = — )
pendants. En effet, si Zle )\iﬁ?—i—wwkﬂ = 0, alors —p-wi41 € Ker(f), par conséquent,
i =0, dou il suit que \; = 0, V1 < ¢ < k. Notons V.1 le sous-espace vectoriel de R"

engendré par les vecteurs U, e, UL m Si Vi1 # R™, alors il existe un vecteur
Wiih € RM\Viyy.

En itérant ce raisonnement, on montre qu’il existe n — k vecteurs m R w, tels
que les vecteurs U_1>, cee Tk, m, cee w,, forment une base de R™.

Nous terminons la démonstration en montrant que les vecteurs f (M), e f (z?n)

forment une base de Im(f). Ainsi, dim(Im(f)) =n — k = n — dim(Ker(f)).
Comme f est linéaire, si A\gy1f(wpy1) +-- -+ )\nf(zﬁn) = 0, alors f(Apy1Wgs1 + -+

— .. . — T —
)\nzTn)) = 0, d’ou il suit que \j 1 wr 1+ = Ker(f), c’est-a~dire \gj 1wy i+ -+
)\niﬁn = ulv_f + -+ 4 ugvi. Par conséquent, comme les vecteurs v_l), cee v_k}, Weals * 17)”
sont linéairement indépendants, nous trouvons que j; = -+ = i = Apr1 = --- =\, = 0,

ce qui montre que les vecteurs f (M), e f (I?n) sont linéairement indépendants.
Finalement, soit 7 € R™. Alors, # = ulv_f + -+ ukv_zi + )\k.;.ﬂm + e Ay,
ainsi, f(Z) = Mg f(Wret) + - -+ A f (101, ce qui montre que les vecteurs f(wpe1), - -,
f(w2) engendrent Tm(f).
L]

al-tl.4. Matrices et diagonalisation.

DEFINITION 0.3. Soit f : R” — R™ une application linéaire. La matrice associée a f, notée
Ay, est un tableau de nombres avec m lignes et n colonnes. Le nombre a la ligne 7 et la colonne j
est défini par

[Af]ij =€ o [(€)

DEFINITION 0.4. Soit f : R®™ — R™ une application linéaire. Un nombre A est une valeur
propre de f s’il existe un vecteur non nul ¥ # 0 tel que

f0)=A-v
On dit que U est un vecteur propre associé a la valeur propre \.

THEOREME 0.5. Soit f : R® — R"™ une application linéaire. Un mnombre \ est une valeur
propre de [ si et seulement si

|Ap—A-1]=0

ou 1 désigne la matrice identité (i.e. 1;; =0 sii# j et 1;; =1).
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DEMONSTRATION. Si A est une valeur propre, alors il existe un vecteur @ # 0 tel que AT = A7,
donc (A —X-1)7 = 0. Par conséquent, Ker(A — X -1) # {0}, donc A — X - 1 n'est pas injective et
son déterminant est nul.

Réciproquement, si |A — A - 1| = 0, alors A — X\ - 1 n’est pas bijective, donc par le théoreme
des dimensions, Ker(A — X - 1) # {0}. Par conséquent, il existe un vecteur non nul 7 # 0 tel que

(A= X-1)7 =0, cest-a-dire AT = \7. O
DEFINITION 0.6. Une application lindaire f : R" — R™ est diagonalisable s’il existe une base
B = {11_1), e ,ﬁ} de R™ constituée de vecteurs propres de f, ¢’est-a-dire telle que

FO) =XN-0 V1<i<n

ProposITION 0.7. Soit f : R" — R" une application linéaire diagonalisable et Ay sa ma-
trice relativement a la base canonique. Notons B la matrice dont la j¢™¢ colonne contient les
composantes du vecteur propre v_; de f associé a la valeur propre \; (i.e. B;; = [v—]}]Z et v—; =
8 [0], @). Alors,

A 00
Bl'A;B=| 0 X 0
0 0 X

DEMONSTRATION. Notons b_; la j*™¢ colonne de B. Alors, Afb_j> = )\jb_;, et
AMBii AaBiz A3Bis
A B=| MBa ABa A3Bas
AMBsi AaBsz A3Bss

%
b

— —
Par définition, B~'b; = ¢,. Par conséquent, B~'A;b; = \;B~'b; = \;e,. O

al-tl.5. Matrices inversibles et déterminant.

_ DEriNiTION 0.8. Soit A € M, (K). La comatrice ou matrice des cofacteurs de A est la matrice
A dont le coefficient ij est (—1)""7 det(A(j,1)).

LEMME 0.9. On a toujours AA = AA =det A - I,.

DEMONSTRATION. On calcule par exemple

(AA); = Z(_l)k+jaik det(A(j, k)) -
k
Lorsque ¢ = j, c’est la formule du déterminant de A, développé selon la i-eme ligne. Que se
passe-t-il lorsque i # j 7 Appelons B la matrice obtenue en remplacant dans la matrice A la
j-eme ligne par la i-eme. Alors la formule ci-dessus décrit le coefficient ij de la matrice BB. Or
cette matrice B a deux lignes égales si bien que son déterminant est nul. Donc, pour ¢ # j,

> (—1)ay, det A(j, k) = Xk:(—mﬂ‘ Jir det(B(j, k) = det(B) = 0

k b

Ceci montre que A - A est une matrice diagonale dont tous les coefficients de la diagonale sont
det(A). O
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THEOREME 0.10. Une matrice A € M, (K) est inversible si et seulement si son déterminant
1 ~

det(A) A

est non nul. Dans ce cas Ail =

DEMONSTRATION. Si le déterminant de A est non-nul, la formule AA = det(A) - I, permet de
trouver I'inverse de A. Si A est inversible, il existe une matrice A~! telle que AA™! = I,,. Ainsi
det(A) det(A™1) = det(I,) = 1 et donc le déterminant de A ne peut pas étre nul. O

al-tl.6. Multiplicité algébrique et géométrique.

THEOREME 0.11. Soit o : V. — V une application linéaire et A une valeur propre. Alors
dim F, < mult()).

DEMONSTRATION. Soit eq,...,e; une base de E\ que 'on compléte en une base B de V. La
matrice de o« dans cette base est alors de la forme

(A A
=0 5)-
ou B € M,,_(K), et son polynéme caractéristique est

tly — A A
Co = det ( F 0 b t B) = det((t — \)I},) - det(tl,_, — B) = (t — \)* - ¢cp

Ainsi k£ < mult()\). O

al-tl.7. Critere de diagonalisation.

THEOREME 0.12. Une matrice A € M,,(K) est diagonalisable si et seulement ma est scindé
et n’a que des racines simples.

DEMONSTRATION. Si A est diagonalisable, elle est semblable & une matrice diagonale et nous
arrangeons les valeurs propres en les groupant de sorte que

Ml O 0
A~ B = 0 0
0 0 A,

avec les \; tous distincts. Le polynome (t — Aq) ... (¢t — A.) annule visiblement B, donc A. Comme
les racines de m, sont celles de cy4, le polynome minimal est scindé et n’a que des racines simples.

Réciproquement, si my = (t — A\;)...(t — \.), la décomposition primaire de A donne K" =
E\, &---@ E), puisque Ker(A — \;I,,) est précisément ’espace propre E),. 1l existe donc une base
de K™ formée de vecteurs propres, A est diagonalisable. O
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al-tl.8. Théorie.

THEOREME 0.13 (Cayley-Hamilton). Soit A € M, (C). Alors le polynome caractéristique de
A, ca, annule A, i.e. cy(A) est la matrice nulle.

DEMONSTRATION. Comme C est algébriquement clos, c4 est scindé et A est triangularisable.
Il existe donc une matrice inversible S et une matrice 7' triangulaire supérieure (i.e. n > i >
j>1 = T =0) telles que ST'AS = T et donc A = STS™'. De plus, comme A et T sont
semblables, il suit que ¢4 = cp. Par ailleurs, pour tout polynéme p € Clz],

p(A) = p(STS™) = Sp(T)S™"

Par conséquent, c4(A) =0 < ca(T) < cr(T)=0.
Notons A, Ag, - -+, A, les éléments diagonaux de T'. Alors

ca(t) = cr(t) = (t = M)t = Ag)--- (= An)

Soit
Vo1
Vo2
Vo = . S Mnxl(c>
Von
un vecteur colonne. On trouve,
/\1 — )\n * s * Vo1 V11
0 )\2 — )\n * s * Vo2 V19
(T — M\ p)v = : : = : =
: .. : Vin—1
0 T )\n - )\n Von 0

ol vy est un vecteur colonne dont la derniére composante est nulle car la derniere ligne de (T'—\,,1,)
est nulle. On montre ensuite par induction que (7' — \;I,,) envoie un vecteur v; dont les i dernieéres
composantes sont nulles sur un vecteur v;; dont les ¢ + 1 dernieres composantes sont nulles:

B * * * *
0 0 * 0 0

Ainsi (T'— M\ 1,) -+ (T — M\iIn)vg = 0 pour tout vy, si bien que cr(7T) est la matrice nulle et donc
également C'y(A). O

al-tl.9. Théorie.
THEOREME 0.14. Soient A, B € M, (K). Alors det(AB) = det(A) - det(B).

DEMONSTRATION. Les colonnes C}, de la matrice produit C' = AB ont pour coefficients ¢;, =
> ; @ijbji. En d’autres termes Cr =>, i bjrA;. Par linéarité du déterminant on peut donc calculer

det(C) = det(Ch,...,Co) = -+ ) b1 .. bjndet(A;, ... A;)
jl Jn
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Lorsque deux indices j, et j, sont égaux, le déterminant est nul car deux colonnes sont identiques.
I1 ne reste donc que la somme sur tous les choix (ji,. .., j,) d’entiers tous différents. C’est donc
une somme sur toutes les permutations de .S,,:

det(AB) = Z bg(l)l ce bg(n)n det(AU(l), c ,Ao(n))

ocESn
On réarrange les colonnes de cette derniére matrice en effectuant une permutation o~ !, ce qui
change le signe par sign(o). Par conséquent
det(AB) = Z sign(o)bo(1)1 - - - bo(nyn det(Aq, ..., Ay) = det(A) det(B)
oc€eSh
0

al-t1.10. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

THEOREME 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient (V/ (-, -)) un espace hermitien, et u,v € V.
Alors

[{w, v)[ < [lull|v]]
avec égalité si et seulement si u et v sont liés.

DEMONSTRATION. Si (u,v) = 0, il n’y a rien & démontrer. Supposons que (u,v) # 0. Pour
tout A € C, on a

0 < [lu+ Ml = [Ju]* + Mu, v) + Mu, v) + AP |o][* .
Remplagons A\ par
A==z <

avec £ € R. On obtient
Jul|? + 22| (u, v)| + 2*||v]|* > 0

Le trinome p(z) = |Jul|* + 2x|{u,v)| + 2?||v||* étant de signe constant, son discriminant A =
(2){u, v))* — 4||ul]?||v|]* = 4(|{u, v)|* — ||u]|||v]]?) est négatif, ce qui permet de conclure. O

al-tl.11. Théoréme du rang.

THEOREME 0.15 (du rang). Soit f : V — W une application linéaire. Alors le rang de f est
fini si et seulement si Ker(f) est de codimension finie. Dans ce cas rang(f) = codim(Ker(f)).

DEMONSTRATION. Ecrivons V' = Ker(f) @ U. Alors la restriction de f & U définit une appli-
cation linéaire bijective g : U — Im(f) (ot g(u) = f(u) pour u € U). Ainsi
codim(Ker(f)) = dim(U) = dim(Im(f)) = rang(f)
O
COROLLAIRE 0.16. Soit f : V. — W une application linéaire entre espaces vectoriels de di-

mension finie. Alors rang(f) = dim (V') — dim(Ker(f)) et si dim(V) = dim(W), f est bijective si
et seulement si elle est injective, si et seulement si elle est surjective.
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al-t1.12. Théoreme de Cayley-Hamilton.
THEOREME 0.17. Soit A € M,(K). Alors ca annule A, i.e. ca(A) est la matrice nulle.

DEMONSTRATION. On effectue la preuve dans le cas ot K est un corps algébriquement clos.
On sait alors que c4 est scindé et que A est triangularisable. Supposons donc que A est une
matrice triangulaire puisque f(SAS™!) = Sf(A)S~! pour tout polynome f € KJt]. On est dans
la situation oit ¢4 = (t — A1) ... (t —\,) et Pordre choisi pour les valeurs propres sera le méme que
celui dans lequel elles apparaissent dans la diagonale de SAS™!. Calculons a présent pour tout
vecteur colonne X € M, (K):

(A= ML) .. (A= NI)X = (A= MNI,) ... (A= ALY

ou Y est un vecteur colonne dont la dernieére composante est nulle car la derniere ligne de (A—\, I,,)
est nulle. On montre ensuite par induction que (A — \;1,,) envoie un vecteur Y dont les n — i
dernieres composantes sont nulles sur un vecteur dont les (n — ¢ + 1) derniéres composantes sont
nulles:

B * * * *
0 0 * 0 0

Ainsi (A — M1,) ... (A — X\, 1,)X = 0 pour tout X, si bien que c4(A) est la matrice nulle.
Lorsque K n’est pas algébriquement clos, il existe toujours une cloture algébrique K C K. Le

résultat du calcul de la matrice c4(A) ne dépend pas du corps dans lequel on se place (un calcul

de sommes et de produits de nombres réels ne donnera pas un autre résultat si on considere ces

nombres comme des nombres complexes !). Dans M, (K), on a que c4(A) = 0 si bien que ¢y
annule A. O

al-tl.13. Permutations.

LEMME 0.18. Soient o,7 € S,,. Alors sign(o) = H U(T(j),) U(T(Z)).
rcidjen T =7(0)

DEMONSTRATION. Nous allons découper l'ensemble des paires (i,7) avec i < j en deux
morceaux. D’une part 'ensemble A des paires (i,7) pour lesquelles 771(i) < 771(j) et d’autre
part celui B des paires pour lesquelles 771(i) > 77!(j). Si nous effectuons le changement de
variables kK = 771(i) et m = 771(j), les éléments de A correspondent aux paires 7(k) < 7(m)
telles que & < m. Pour B en revanche nous posons k = 771(j) et m = 771(4), et les paires de B
correspondent aux paires 7(k) > 7(m) telles que k < m. Alors

11 o(j)—oli) _ 11 U(J)—Z'(Z)- 11 aj) —oli)

sign(o) = i

1<i<j<n
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al-tl.14. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

THEOREME 0.19 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soient (V, (-,-)) un espace euclidien ou her-
mitien, et u,v € V. Alors

[(w, )] < Jwl[]o]]
avec €galité si et seulement st u et v sont liés.
DEMONSTRATION. Commencons par considérer le cas euclidien. Pour tout ¢t € R, on a
0 < JJu+ tof|* = [[ul[* + 2t{u, v) + 2| [v]|* .
Puisque le trinéme p(t) = [|u||? + 2t(u,v) + t?||v]||* est de signe constant, son discriminant A =
(2(u, v))? — 4l[ul | |v])? = 4({u, v)® — ||u||||v]|?) est négatif, ce qui permet de conclure.

Supposons maintenant que V' est hermitien. Si (u,v) = 0, il n’y a rien & démontrer. Supposons
que (u,v) # 0. Pour tout A € C, on a

0 < [fu+ Mol* = [Jul [ + A, v) + Mu, v) + [AP[Jo]]* .

Remplacgons A\ par

avec £ € R. On obtient
Jul|? + 22| (u, v)| + 2*||v||* > 0

Le trinome p(z) = [|u||* + 2z|{u,v)| + 2?||v||* étant de signe constant, son discriminant A =
(2|(u, v)])? — 4| |u][*[|v]|* = 4(|(u, v)|* — ||u||||v]|?) est négatif, ce qui permet de conclure. O

al-t1.15. Unicité de la signature.

THEOREME 0.20 (Unicité le la signature). Supposons que la matrice de 3 : V? — R par rapport
a une base G = (g1,...,gn) Soit :

I, 0
~1,
0 0
et que par rapport a une autre base G' = (g1, ..., q,) la matrice de B soit :
I 0
—1,
0 0

Alors p=17p' et ¢ =¢'. Cela implique que la signature est bien définie.

DEMONSTRATION. e Soit m € V1 et écrivons m = Z?:l Aig;. Alors :

0=p5(m,g;) =D NBlgg) =X Blgj95)
— ——

=41 Si 1<j<ptq
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Ainsi A\; = O pour 1 < j < p+¢q. Donc m = Z?:Hq“ Aigi. Cela montre que V+ C

Vect(gptq+1, - --,9n). L'autre inclusion est facile car si p+ ¢+ 1 < j < n, alors g; est
orthogonal a tout vecteur de base, donc,

g; € ‘/L - VeCt(gp+q+l7 s 7gn) - VL
= Vi= Vect(Gpiqr1s-- -5 9n)
— dimV*t=r

On applique le méme argument & G’ et on obtient que dim V+ =7/, Donc
r=r
e On peut supposer que p > p’ (donc ¢ < ¢). Soit U = Vect(gy,...,q,) et W =

Vect(gyy 1155 9,)- On a que dimU = p et que dimW =n—p' =¢ +1" = ¢ +r.
On va montrer que U N W = {0}. Soit v € UNW. Alors,

vel = U:i)\igi

i=1
p p
=  B(v,v) = Z Z AiXiB(9i, 95)
i=1 j=1
p
= Z )\1‘2 B(9:> 9i)
i=1 i<i
=1 car 1<i<p

= Zp:Afzo
i=1

Par ailleurs,

velW = wv= i WiGi

i=p'+1
= Bo)=...= Y u  Blong) <0
= H/—/
=p'+tl <o car p/ti<i<n
Donc,
p
Bv,v) =0 = Pv,v) = Z)\ZZ =0
i=1
= A=...=),=0
— v =
= UnW={0}
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Il s’ensuit que la somme U + W est directe et donc :

p+(n—p)=dmU+dimW =dim(U @ W) <dimV =n

= p—p <0

— p<yp

= p=pcap>yp
— =q

al-tl.16. Théoreme du supplémentaire orthogonal.

PROPOSITION 0.21. Soit § : V2 — K une forme bilinéaire symétrique non dégénérée d’un
K-espace vectoriel V' de dimension finie. Alors B induit un isomorphisme d’espaces vectoriels :

~

BV o v
v o= [B(—,v)
ou pour v fixé f(—,v) représente la forme linéaire
V - K
u = PBu,v)

DEMONSTRATION. e On montre la linéarité de §.

~

B(AMv1 + Av2) = B(—, v + Aowy)
= AB(— v1) + AB(—, v2)
= MB(v1) + Aaf(v2)
car — désigne n’importe quel vecteur de V.

e On montre l'injectivité de 3. On cherche ker(3). Soit v € ker(5). Alors (—,v) = 0
(forme bilinéaire nulle). Donc (u,v) = 0, Vu € V. Donc v est orthogonal a tout u de V.

~

Par non dégénérescence de  on a que v = 0. Donc ker(3) = {0}.

e Finalement {3 est linéaire et injective. De plus dim V = dim V*. Par le théoréme du rang,
on a que [ est bijective et donc c’est un isomorphisme.

O

COROLLAIRE 0.22. Soit V un K—espace vectoriel de dimension finie. Si B : V% — K est une

forme bilinéaire symétrique non dégénérée, alors toute forme linéaire sur V' est du type 5(—,vp)
pour un certain vy € V.

DEMONSTRATION. C’est une reformulation du fait que B : V. — V* est surjective:
VyeV* JveV tel que v = B(v)
O

THEOREME 0.23 (Supplémentaire orthogonal). Soit 8 : V2 — K une forme bilinéaire symé-
trique sur un K-espace vectoriel V' de dimension finie. Soit W un sous espace de V' et supposons
que Blyz : W2 — K est non dégénérée. Alors :

V=WaeWwt
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DEMONSTRATION. e Soit u € WNW=. Alors u € Wt et B(u,w) =0, YVw € W. Par
non dégénérescence de 3|y on en déduit que u = 0. Donc W N W+ = {0}.

o Il est évident que W @ W+ C V. On cherche & montrer que V.C W @ W+. Soit

v € V. Alors 5(—,v) est une forme linéaire sur V. On restreint cette forme a W :

Bly (=, v) : W — K. C’est une forme linéaire sur W. On applique le corollaire précédent

a W, a la forme bilinéaire non dégénérée restreinte a W : B, : W? — K et a la forme
linéaire S|y, (—,v) : W — K. On en déduit qu'il existe un wy € W tel que :

5\W(—7U) = 6’W <_7w0)
En d’autres termes :
Blw,v) = Blw,wy), YweW = pw,v—wy) =0 YweW
— v—wyEe Wt
= v= wy +(v—wp)
~ —
ew cwi

AinsiV=WaeWwt O

al-tl.17. Existence et unicité de 1’adjoint.
DEFINITION 0.24. Soit « € L(V). L’adjointe de a est une transformation linéaire de V' notée
a* telle que
(a(v), w) = (v, a"(w))
pour tous v,w € V.

Pour le moment nous ne savons pas si ’adjoint de a existe. Par contre I'unicité est claire
puisqu’un produit scalaire est une forme non dégénérée. En effet, si

(a(v),w) = (v,a”(w)) = (v, B(w)), Yv,w eV

alors
of(w)—Bw) eVE={0} VweV = o =4

Pour montrer ’existence, nous nous appuierons sur le lemme suivant.

LEMME 0.25. Soit ¢ € V* une forme linéaire. Il existe alors un unique w € V tel que
o(v) = (v,w) pour tout v e V.

DEMONSTRATION. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt nous assure 1’existence
d’une base orthonormée G = (g1, ..., g,). Posons

w=>"o(g)g;
j=1
On calcule alors (g;, w) en utilisant la semi-linéarité par rapport a la deuxieme variable:
(giw) = @lgi){gig5) = Y (95 = (1)
j=1 Jj=1

Les formes ¢ et (—,w) coincident sur les vecteurs de la base G, elles sont donc égales. L’unicité
vient & nouveau du fait que le produit scalaire est non dégénéré (car défini positif). Si w' est
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un vecteur de V tel que ¢ = (— '), alors (v,w — w’) = 0 pour tout v € V, si bien que
w—w € V+={0}. O

THEOREME 0.26. Soit o € L(V). Alors « posséde une unique adjointe o*.

DEMONSTRATION. On fixe un vecteur w € W et on considere la forme linéaire (a(—),w). Par
le lemme précédent, il existe un unique u € V' tel que

{a(v), w) = (v,u)

On définit I'adjoint par: a*(w) = u. Nous devons donc montrer que cette formule définit une
transformation linéaire de V. Calculons pour wy,ws € V et A\, Ay € C:

(v, a"(Mwy + Aaws)) = (a(v), Miwy + Aaws)
= A (a(v), wr) + X (a(v), ws)
= A (v, @ (w)) + X (v, @ (ws))
= (v, \a"(w1) + A (w2))
pour tout v € V. Par conséquent a*(Ajw; + Aswsy) — Aja*(wy) — Aea*(ws) est orthogonal &

tout v € V. Ce vecteur est donc nul (car un produit scalaire est non dégénéré) si bien que
Q{*<)\1w1 + )\211]2) = )\1(1* (wl) + )\Qa*(wg). U

al-t1.18. Théoreme spectral.

LEMME 0.27. Soit X et p deux valeurs propres distinctes d’une transformation auto-adjointe
a:'V = V. Alors les espaces propres Ey et E,, sont orthogonauz.

DEMONSTRATION. Soit v € E) et w € E,. Nous devons montrer que v et w sont orthogonaux.
Calculons donc

Mo, w) =

—~

Av, w)
a(v), w)
(

v, a(w))

)
(v, w)
p{v, w)

Nous avons utilisé le fait que p est une valeur propre réelle dans la derniere égalité. Comme A # p
on doit forcément avoir que (v, w) = 0. O

o~~~

v, pw

I
=

LEMME 0.28. Soit A une valeur propre d’une transformation linéaire auto-adjointe a: V-— V.
Alors l’espace propre E et son orthogonal E5- sont des sous-espaces invariants par c.

DEMONSTRATION. Le fait qu’'un espace propre de a est invariant par o est général et ne
dépend pas du fait que « soit auto-adjointe. Il suffit donc de voir que Ey est aussi a-invariant,
autrement dit que a(Ey) C Ey. Soit donc w € F3- alors pour tout v € E)

(a(w),v) = (w, a(v)) = (w, Av) =0
Ceci implique que a(w) € Ey. O
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THEOREME 0.29 (spectral.). Soit V un espace hermitien et soit o € L(V') une transformation
auto-adjointe. Alors « est diagonalisable. Plus précisément V' admet une base orthonormée formée
de vecteurs propres. De plus les espaces propres sont orthogonaux entre euz.

DEMONSTRATION. On procede par récurrence sur dim(V). Si dim(V) = 1 il n’y a rien a
démontrer. On suppose donc le théoreme démontré pour tout espace hermitien de dimension
strictement plus petite que n. Soit V' avec dim(V') = n.

Par la proposition vue la semaine passée, le polynoéme caractéristique c,(t) est scindé sur R
et possede donc au moins une racine A € R. Le produit scalaire étant une forme non dégénérée,
on a une décomposition en somme directe V = E\ @ Fy. Le lemme précédent nous autorise &
considérer la restriction «f Bt € L(EY). Cette transformation linéaire est encore auto-adjointe.

Comme dimFE), > 1 on a que dimEy{ < n et donc 'hypotheése de récurrence s’applique si bien
que «f By est diagonalisable. L’espace vectoriel Ey se décompose donc en somme directe de sous-
espaces propres

EYf=FE,®...0F,

De plus Ey, LE), pour tout i # j. Revenons maintenant a o. On a une décomposition en somme
directe

V=E\®E,®...BE),
ol tous les espaces propres sont orthogonaux entre eux par le premier lemme. Pour simplifier
I’écriture posons Ay = A.

Choisissons pour chaque i une base orthonormée G; de E,, (une telle base existe par le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué a I’espace hermitien F) ). On choisit enfin G =
Ui, Gi comme base de V.

Comme les G; sont des bases orthonormées et que les espaces propres sont orthogonaux entre
eux, on a que G est une base orthonormée formée de vecteurs propres de a. O

al-tl.19. Rang de ’application duale.

THEOREME 0.30. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et (eq,--- ,e,) une base
de E. Alors (€5, -+ ,e’) est une base de E*. Par conséquent, E et E* ont la méme dimension.

rn

DEMONSTRATION. Commengons par montrer que €}, --- e’ sont linéairement indépendants.
Pour tout vecteur de base e;, on a:

Aef 4+ el =0 = (Mef+ -+ el )(e) =0 = Aej(e) +---+ Mel(e) =0
Montrons maintenant que €, --- , e’ engendrent E*. Soit ¢ € E* et x € E. Notons ¢; = ¢(e;).
Alors,
¢(x) = p(x1€1 4 +ane,) = z19(€1) ++ -+ x00(€n) = T1Q1++ - -+ Tpdp = P1€7(T) 4 - -+ Pney ()

Par conséquent,

¢ =oler)er +--- + dlen)ey,
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THEOREME 0.31. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit H un sous-espace
vectoriel de E. Alors

dim(H) + dim(H°) = dim(FE)
DEMONSTRATION. Soit n = dim(E), p = dim(H) et (e1, -+ ,e,) une base de E telle que

(€1, ,€p) soit une base de H. Soit ¢ € E*. Alors

¢ = prey + -+ dney,

De plus, ¢ € H° si et seulement si ¢(x) = 0 pour tout x € H, c’est-a-dire si et seulement si
¢(e;) = 0 pour tout 1 < ¢ < p, donc si et seulement si ¢; = --- = ¢, = 0. Par conséquent,
(epi1,+ -+ ,€p,) est une base de H®, ce qui montre que dim(H°) =n — p. d

THEOREME 0.32. Soient E et F' deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire.
Alors

Ker('f) = Im(f)°
DEMONSTRATION. Par définition,

Ker('f) = {¢€ F*

'fo) =0} ={oe F

o(f) =0}
Par ailleurs,

Im(f)" = {¢ € F" o(f(x) =0, Vo € B}

oy) =0y eIm(f)} = {o € I

Or, la relation ¢(f) = 0 signifie ¢(f(x)) = 0 pour tout = € E. O

THEOREME 0.33. Soient E et F deuz espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une
application linéaire. Alors,

rang(f) = rang("f)

DEMONSTRATION. Avec les résultats qui précédent, en vertu du théoréme des dimensions,
nous trouvons que

rang(f) = dim(Im(f)) = dim(f(E)) = dim(F) — dim(f(E)*
= dim(F) — dim(Ker(*f)) = dim(F*) — dim(Ker(*f)) = dim(Im(*f)) = rang('f)

O

al-t1.20. Identités de polarisation.

PrOPOSITION 0.34 (Identité de polarisation). Soit 5 une forme bilinéaire symétrique
sur un K—espace vectoriel V' et Q la forme quadratique associée a (5. Alors

1

Blu,v) = 5 [Qu+0v) = Qu) = Q)] VuveV.
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DEMONSTRATION. Un simple calcul donne

5 [Q(u+ ) — Q(u) — Q)] = 5 [Bu-+ v, +v) — B, ) — B(v,v)]

_ % (B(u, w) + Blu, v) + B, u) + B, v) — Blu,u) — B(v,v)]

= L84, 0) + B0, w) =

2 [5(u7 U) +6(uvv)] = B(“?”)

N —

O

ProposITION 0.35 (Identité de polarisation). Soit 5 une forme hermitienne sur un
C—espace vectoriel V' et Q) la forme quadratique associée a  (i.e. Q(u) = (u,u)). Alors

Bu0) = 5 [QUu+v) — Q) ~ Q)] + 5 [Q(u+1v) ~ Q) ~ Q)] Vu veV .

DEMONSTRATION. Un simple calcul donne

5 [Q(u-+ ) = Q) — QU] + 5 [Q(u +iv) ~ Q) ~ Q)]

[ﬁ(u_’_U?u_’_U) _B(u7u) —B(U,U)] + 5 [6(u+iv7u+iv) _B(uvu) _/B(U7U>]

N | —

_ % 1B(u, 1) + B, v) + B(v, 1) + B, v) — B, w) — Blv,v)]

—i—% [B(u,u) + B(u,iv) + B(iv, u) + B(iv,iv) — B(u,u) — B(v,v)]

= 2 [B(u,v) + Ao, w)] + 1 [B(u,w) — 180, ) +18(v,w) + [{PB(,0) — Blus, u) — B(o, )]
1 —1 i . .
= 5 [Bw,0) + Bl 0] + 5 [-iB(w,v) + 1B 0)|
= Re(8(u,v)) + 3 [B(u,v) ~ B 0)]
= Re(B(u, v)) +1-Im(B(u,v)) = B(u,v)
O
al-tl.21. Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
THEOREME 0.36. Soient (V,(-,-)) un espace euclidien ou hermitien de dimension n et
(fr,-- )
une base de V. Alors il existe une base orthonormée (gi,...,¢g,) de V telle que pour tout k, on

ait
Vect{gi;...:gx} = Vect{fi;...; fu} -
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DEMONSTRATION. On construit les vecteurs ¢y, ..., g, par récurrence. On pose

1
! /
g =hetg =9 -
! g™

Clairement, on a ||g1|| = 1 et Vect{g,} = Vect{f1}. Puis on pose

1
Wy = VeCt{gl} ‘ gé = fo—pw,(f2) et g = mgé .
2

Alors gy est de norme 1 et, puisque g, € Wit, go est orthogonal & g;. Maintenant, soit k tel que
2 < k < n. Supposons que 'on ait construit g1, ..., gr_1. On pose alors

1
Wi_1 = VeCt{gl; . ;gk—l} ‘ g;lg = fk _ka71<fk> et gp = mg}C .
k

Alors g est de norme 1 et, puisque g, € Wi |, gr est orthogonal & gy,...,gx_1. O

al-t1.22. Théoreme de Sylvester.

THEOREME 0.37 (Sylvester). On considére le cas K = R. Soit § : V* — R une forme
bilinéaire symétrique sur un R-espace vectoriel V de dimension finie. Alors il existe une base
G =(91,---,9n) de V par rapport a laquelle la matrice de 5 a la forme :

1 0

p
1
~1
q
~1
0
0 0 renTpP—d

Le couple (p,q) s’appelle la signature de la forme bilinéaire (3

DEMONSTRATION. On proceéde par récurrence sur n = dim V. On constate d’abord que si
B = 0, alors sa matrice est la matrice nulle et on a gagné. On suppose 5 # 0. Par le lemme
précédent, 3 ¢ € V tel que £(g1,9;) # 0. On pose :

9

N B )
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Alors :

1 o
Blong) = ( !ﬁ(gi,gﬁ)!> Il )

1 / !
a \5(93,99\6(‘%’%)
— 41

Ce cas correspond au cas n = 1. Si n > 2, on va utiliser g; pour continuer. On pose alors
W = Vect(g1). On a que |, est non dégénérée car si Ag1Lw, Vw € W, alors en particulier
B(Ag1,q1) = A\B(g1,91) = 0 = XA = 0. On applique le théoréme du supplémentaire orthogonal :
V =W @ W=, 1l suit que dim W+ = n — 1, et on peut appliquer ’hypothese de récurrence a
Bly.. Donc il existe une base (go,...,g,) par rapport a laquelle f|,;,. a une matrice diagonale
avec des 1, —1 et des 0 sur la diagonale. On complete cette base en G = (g1, g2, ..., gn) qui est
une base de V. Comme g; € W et que ga,...,9, € W+ on a que 8(g1,9;) =0, Vi 2<i<n.
Donc les coefficients non diagonaux de la premiere ligne et de la premiere colonne sont nuls (par
symétrie). Ainsi la matrice de  par rapport a G est du type :

6(91, 91) | O e 0
0 | Matrice
: | de
0 | Blws

On obtient donc une matrice diagonale avec des 1, —1 et des 0 sur la diagonale. Il reste a changer
I'ordre des vecteurs de base pour avoir une matrice du type voulu :

I, 0 P
—I, q
0 0 r=n-—p-—gq

O

THEOREME 0.38 (Unicité le la signature). Supposons que la matrice de 3 : V* — R par rapport
a une base G = (gy,...,gn) Soit :

I, 0
—1,
0 0
et que par rapport a une autre base G' = (¢},...,q)) la matrice de (B soit :
Iy 0
—1I,
0 0

Alors p=1p' et ¢ = ¢'. Cela implique que la signature est bien définie.

DEMONSTRATION. e Soit m € V*+ et écrivons m = Y | N;g;. Alors :

0=/p(m,g;) = Zkiﬁ(%gj) =X B(95,9)
= N——

=41 S1 1<j<p+q
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n

Ainsi A\; = O pour 1 < j < p+¢q. Donc m = Zi=p+q+l Xigi. Cela montre que V+ C
Vect(gp+q+1, - - -, 9n). L’autre inclusion est facile car si p+ ¢+ 1 < j < n, alors g, est
orthogonal a tout vecteur de base, donc,

gj € Vi — Vect(Gpyqtts---29n) C vt
—_— VJ_ = Vect(gp+q+17 s 7gn)
— dimV*t=r

On applique le méme argument & G’ et on obtient que dim V+ = 7’. Donc
r=r
e On peut supposer que p > p’ (donc ¢ < ¢). Soit U = Vect(gi,...,g,) et W =

Vect(ghyi15---59n)- On a que dimU = p et que dimW =n —p' = ¢ +7" = ¢ +r.
On va montrer que U N W = {0}. Soit v € UNW. Alors,

vel = U:i)\igi

i=1
p p
=  fBv,v) = ZZ)\iAjﬁ(giagj)
i=1 j=1
p
= Z )\? B(9i> 9)
i=1 i<
—1 car 1<i<p

= zp:Afzo
=1

Par ailleurs,

veW = wuv= i Higi

i=p’+1
= Bv,v)=...= Z u? B(gi, 9:) <0
s HH
=p'+tl <o car p'+i1<i<n
Donc,
P
Blow)=0 = Blo0)=3 N=0
i=1
— v =
— UNW={0}
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Il s’ensuit que la somme U 4+ W est directe et donc :
p+(n—p)=dmU+dmW =dim(U & W) <dimV =n

— p—p <0

— p<yp

= p=pcarp>yp
= q=4

al-tl.23. Théoreme de Sylvester.

THEOREME 0.39 (Sylvester). On considére le cas K = R. Soit 8 : V? — R une forme
bilinéaire symétrique sur un R-espace vectoriel V de dimension finie. Alors il existe une base
G =1(g91,---,9n) de V par rapport a laquelle la matrice de 5 a la forme :

1 0

p
1
~1
q
~1
0
0 0 rEnTpP—d

Le couple (p,q) s’appelle la signature de la forme bilinéaire

DEMONSTRATION. On proceéde par récurrence sur n = dim V. On constate d’abord que si
£ = 0, alors sa matrice est la matrice nulle et on a gagné. On suppose § # 0. Par le lemme
précédent, 3 gy € V tel que (g}, g;) # 0. On pose :

9

" V1891, 1)

Alors :
2
]‘ ! !
Plong) = ( wga,ga)r) Ao g1)
1 / /
= Bl e

= =+£1

Ce cas correspond au cas n = 1. Si n > 2, on va utiliser g; pour continuer. On pose alors
W = Vect(g1). On a que f|;, est non dégénérée car si A\g;Lw, Yw € W, alors en particulier
B(Ag1,q1) = A\B(g1,91) = 0 = XA = 0. On applique le théoréme du supplémentaire orthogonal :
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V =W @ W=, 1l suit que dim W+ = n — 1, et on peut appliquer ’hypothese de récurrence a
Blyo- Donc il existe une base (gs, ..., gn) par rapport a laquelle |, a une matrice diagonale
avec des 1, —1 et des 0 sur la diagonale. On compléte cette base en G = (g1, g2, ..., gn) qui est
une base de V. Comme ¢g; € W et que go,...,9, € W+ on a que B(g1,9;) =0, Vi 2<i<mn.
Donc les coefficients non diagonaux de la premiere ligne et de la premiére colonne sont nuls (par
symétrie). Ainsi la matrice de 8 par rapport a G est du type :

Bg,91) | O ... 0
_ - - _ _
0 \ Matrice
: | de
0 | Byt

On obtient donc une matrice diagonale avec des 1, —1 et des 0 sur la diagonale. Il reste a changer
I'ordre des vecteurs de base pour avoir une matrice du type voulu :

I, 0 D
—I, q
0 0 r=n—p-—gq

al-tl.24. Unicité de la signature.

THEOREME 0.40 (Unicité de le la signature). Soit V' un espace vectoriel réel de dimension
finie et soit B:V xV — R une forme bilinéaire symétrique. Supposons que la matrice de 5 par
rapport a une base G = (g1, ..., gn) Soit :

I, 0
—1,
0 0
et que par rapport a une autre base G' = (g1, ..., q,,) la matrice de B soit :
I, 0
—1I,
0 0

Alorsp =19 et g = ¢'. Cela implique que la signature est bien définie.

DEMONSTRATION.

e Soit m € V* et écrivons m = Y | N;g;. Alors :

0=B8(m,g;) => NBlgig;) =i PBlgj95)
= —+1 81 1<j<ptg

Ainsi A\; = 0 pour 1 < j < p+¢. Donc m = Z?:p+q+1 Aigi. Cela montre que V+ C

Vect(gp+qt1s - -+, gn). L’autre inclusion est facile car si p+ ¢+ 1 < j < n, alors g; est
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orthogonal a tout vecteur de base, donc,

g €Vt = Vect(gpigits---r9n) C VT
— V= Vect(gpigits -« -5 9n)
—= dimVt=r
On applique le méme argument & G’ et on obtient que dim V+ = 7/. Donc
r=r
e On peut supposer que p > p’ (donc ¢ < ¢'). Soit U = Vect(g,...,9,) et W

Vect(gy 4155 9,)- On a que dimU = p et que dmW =n—p' =q¢ +71" = ¢ + 7.
On va montrer que U N W = {0}. Soit v € UNW. Alors,

vel = U_i)\igi

=1

= fBv,v) = Z Z)\i)‘jﬁ(givgj)

i=1 j=1

p
=1 .
—1 car 1<i<p

= zp:Afzo
i=1

Par ailleurs,

veW — wv= Xn: HiGi

i=p’+1
— Bo)=...= Y u  Blong) <0
= H/—/
=p'+tl <o car p/ti<i<n
Donc,
p
Bv,0) =0 = PB(v,v) = Zx\f =0
i=1
= M=...=),=0
— v=0

= UnW={0}
Il s’ensuit que la somme U 4+ W est directe et donc :
p+(n—p)=dmU+dimW =dim(U & W) <dimV =n
p—p <0
p<p
p=p carp>yp
q=q

Ll
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d

al-t1.25. Formes bilinéaires symétriques non dégénérées.

THEOREME 0.41. Soit B la matrice d’une forme bilinéaire symétrique 3 : V? — K par rapport
a une base F' = (f1,..., fn) de V. Alors B est non dégénérée si et seulement si B est inversible

(donc si det(B) #0).
DEMONSTRATION.

w orthogonal a tout v € V. <—  fS(u,v) =0, Yo €V

Uy
<~ (v1...v,)B : =0, Yoi,...,v, €K
un
j €Me bosition Uy
<~ (0...0 ,—/1\ 0...00B : =0, Vi 1<i<n
U,
Uy
< (Bii...Bin) : =0, Vi 1<i<n
Uy,
Uq 0
<~ B : =
U, 0
<= u est solution du systeme BX =0

Il s’ensuit que :

Le seul vecteur orthogonal a tout v de V' est le vecteur u =0
La seule solution du systeme BX = 0 est le vecteur u =0
(Par le théoreme du rang) rang(B) =n

B est inversible

det(B) # 0

1111

al-tl.26. Critere de Sylvester.

THEOREME 0.42 (Critere de Sylvester). Soit V' un R—espace vectoriel de dimension finie et
B la matrice d’une forme bilinéaire symétrique B : V? — R relativement a une base. Alors, 3
est définie positive si et seulement si les n mineurs principauxr dominants de B sont strictement
positifs.

DEMONSTRATION. Si (3 est définie positive, alors det(B) > 0. En effet, en vertu du théoréme
de Sylvester, il existe une matrice inversible S telle que STBS = I,. Par conséquent, 1 =
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det(ST)det(B)det(S) = det(S)?det(B). Le méme argument appliqué aux sous-espaces RF x
{0} % pour 1 < k < n — 1 montre que la condition est nécessaire.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. On procede par récurrence sur le di-
mension n = dim(V'). Pour n = 1, c’est évident. Supposons la propriété vraie pour n — 1. Soit
W = R"! x {0}. Par hypothese de récurrence, la restriction de 8 & W est définie positive.
Par conséquent, il existe une base (f1,---, fn_1) de W par rapport a laquelle, la matrice de la
restriction de 8 a W est I,,_1. Soit e, le n-ieme vecteur de la base canonique de R™. Posons

n—1
fo=en— Blea 1))
i=1

Alors,
n—1 -1
Bfr/wf :6 €n — ﬁenvfi fmf - enaf enafz fzaf‘
(s f3) ; (en, fi) fir [ j 2:: &IJ)
= B<em f]) - 6(6717 fj) =0
Par conséquent, relativement a la base (f1, -, fu_1, f}), la matrice de g est diagonale avec

.1, B(f), f1) sur la diagonale. Par hypothese,
B(f:, 1) = det(STBS) = det(S)*det(B) > 0
ou S est la matrice inversible de changement de base. En posant f,, = W la matrice de

relativement a la base (fi, -+, f,) est I, ce qui montre que [ est définie positive. O
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