
Exercices de mathématiques - Théorèmes - Algèbre linéaire - Corrigés

al-tl.1. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théorème 0.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient −→x et −→y ∈ Rn. Alors, on a l’inégalité

|−→x • −→y | ≤ ‖−→x ‖ ‖−→y ‖

Démonstration. Posons

f(t) = ‖−→x − t · −→y ‖2

Par définition, f(t) ≥ 0 pour tout t. Remarquons que si −→y =
−→
0 l’inégalité est vraie. Par

conséquent, nous pouvons supposer pour la suite que −→y 6= −→0 .
Par ailleurs, par les propriétés B1, B2 et S du produit scalaire, nous trouvons que

f(t) = ‖−→x − t · −→y ‖2

= (−→x − t · −→y ) • (−→x − t · −→y )

= −→x • −→x − 2(t · −→y ) • −→x + t2(−→y • −→y )

= ‖−→y ‖2t2 − 2(−→y • −→x )t + ‖−→x ‖2

= at2 + bt + c

où a = ‖−→y ‖2, b = −2(−→x • −→y ) et c = ‖−→x ‖2.
Donc le graphe de f est une parabole convexe (car a > 0) qui coupe l’axe horizontal au plus

en un seul point. Par conséquent, nous savons que le discriminant ∆ = b2 − 4ac ≤ 0. Or

b2 − 4ac ≤ 0⇒ (−2(−→x • −→y ))2 − 4‖−→y ‖2‖−→x ‖2 ≤ 0

⇒ 4(−→x • −→y )2 ≤ 4‖−→x ‖2‖−→y ‖2

⇒ |−→x • −→y |2 ≤ ‖−→x ‖2‖−→y ‖2

⇒ |−→x • −→y | ≤ ‖−→x ‖‖−→y ‖

�

al-tl.2. Théorème des dimensions.

Théorème 0.2 (Théorème des dimensions). Soit f : Rn → Rm une application linéaire. Alors

(1) Ker(f) est un sous-espace-vectoriel de Rn

(2) Im(f) est un sous-espace-vectoriel de Rm

(3) dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n.

Démonstration. (1) Soient −→x , −→y ∈ Ker(f) et λ ∈ R. Alors, comme f est linéaire,

f(−→x + −→y ) = f(−→x ) + f(−→y ) =
−→
0 +

−→
0 =

−→
0 , ce qui montre que −→x + −→y ∈ Ker(f). Par

ailleurs, f(λ · −→x ) = λf(−→x ) = λ · −→0 =
−→
0 , ce qui montre que λ · −→x ∈ Ker(f).
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(2) Soient −→a = f(−→x ),
−→
b = f(−→y ) ∈ Im(f) et λ ∈ R. Alors, comme f est linéaire, −→a +

−→
b = f(−→x ) + f(−→y ) = f(−→x + −→y ), ce qui montre que −→a +

−→
b ∈ Im(f). Par ailleurs,

λ · −→a = λ · f(−→x ) = f(λ · −→x ), ce qui montre que λ · −→a ∈ Im(f).
(3) Notons k = dim(Ker(f)). Soit {−→v1 , · · · , −→vk} une base de Ker(f) (i.e. −→v1 , · · · ,−→vk en-

gendrent Ker(f) et −→v1 , · · · ,−→vk sont linéairement indépendants). Si Ker(f) = Rn, alors

Im(f) = {−→0 } et dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n + 0 = n. Nous pouvons donc supposer
que Ker(f) 6= Rn.

Soit −−→wk+1 ∈ Rn\Ker(f). Alors les vecteurs −→v1 ,· · · ,−→vk , −−→wk+1 sont linéairement indé-

pendants. En effet, si
∑k

i=1 λi
−→vi +µ·−−→wk+1 =

−→
0 , alors −µ·−−→wk+1 ∈ Ker(f), par conséquent,

µ = 0, d’où il suit que λi = 0, ∀1 ≤ i ≤ k. Notons Vk+1 le sous-espace vectoriel de Rn

engendré par les vecteurs −→v1 , · · · , −→vk , −−→wk+1. Si Vk+1 6= Rn, alors il existe un vecteur
−−→wk+2 ∈ Rn\Vk+1.

En itérant ce raisonnement, on montre qu’il existe n − k vecteurs −−→wk+1, · · · , −→wn tels
que les vecteurs −→v1 , · · · , −→vk , −−→wk+1, · · · , −→wn forment une base de Rn.

Nous terminons la démonstration en montrant que les vecteurs f(−−→wk+1), · · · , f(−→wn)
forment une base de Im(f). Ainsi, dim(Im(f)) = n− k = n− dim(Ker(f)).

Comme f est linéaire, si λk+1f(−−→wk+1) + · · ·+ λnf(−→wn) =
−→
0 , alors f(λk+1

−−→wk+1 + · · ·+
λn
−→wn) =

−→
0 , d’où il suit que λk+1

−−→wk+1 + · · ·+λn−→wn ∈ Ker(f), c’est-à-dire λk+1
−−→wk+1 + · · ·+

λn
−→wn = µ1

−→v1 + · · ·+µk
−→vk . Par conséquent, comme les vecteurs −→v1 , · · · , −→vk , −−→wk+1, · · · , −→wn

sont linéairement indépendants, nous trouvons que µ1 = · · · = µk = λk+1 = · · · = λn = 0,
ce qui montre que les vecteurs f(−−→wk+1), · · · , f(−→wn) sont linéairement indépendants.

Finalement, soit −→x ∈ Rn. Alors, −→x = µ1
−→v1 + · · · + µk

−→vk + λk+1
−−→wk+1 + · · · + λn

−→wn,
ainsi, f(−→x ) = λk+1f(−−→wk+1) + · · ·+ λnf(−→wn), ce qui montre que les vecteurs f(−−→wk+1), · · · ,
f(−→wn) engendrent Im(f).

�

al-tl.4. Matrices et diagonalisation.

Définition 0.3. Soit f : Rn → Rm une application linéaire. La matrice associée à f , notée
Af , est un tableau de nombres avec m lignes et n colonnes. Le nombre à la ligne i et la colonne j
est défini par

[Af ]ij = ~ei • f(~ej)

Définition 0.4. Soit f : Rn → Rn une application linéaire. Un nombre λ est une valeur
propre de f s’il existe un vecteur non nul ~v 6= ~0 tel que

f(~v) = λ · ~v

On dit que ~v est un vecteur propre associé à la valeur propre λ.

Théorème 0.5. Soit f : Rn → Rn une application linéaire. Un nombre λ est une valeur
propre de f si et seulement si

|Af − λ · 1| = 0

où 1 désigne la matrice identité (i.e. 1ij = 0 si i 6= j et 1ii = 1).
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Démonstration. Si λ est une valeur propre, alors il existe un vecteur ~v 6= ~0 tel que A~v = λ~v,
donc (A− λ · 1)~v = ~0. Par conséquent, Ker(A− λ · 1) 6= {~0}, donc A− λ · 1 n’est pas injective et
son déterminant est nul.

Réciproquement, si |A − λ · 1| = 0, alors A − λ · 1 n’est pas bijective, donc par le théorème

des dimensions, Ker(A− λ · 1) 6= {~0}. Par conséquent, il existe un vecteur non nul ~v 6= ~0 tel que

(A− λ · 1)~v = ~0, c’est-à-dire A~v = λ~v. �

Définition 0.6. Une application linéaire f : Rn → Rn est diagonalisable s’il existe une base
B = {−→v1 , · · · ,−→vn} de Rn constituée de vecteurs propres de f , c’est-à-dire telle que

f(−→vi ) = λi · −→vi ∀ 1 ≤ i ≤ n

Proposition 0.7. Soit f : Rn → Rn une application linéaire diagonalisable et Af sa ma-
trice relativement à la base canonique. Notons B la matrice dont la j ème colonne contient les
composantes du vecteur propre −→vj de f associé à la valeur propre λj (i.e. Bij = [−→vj ]i et −→vj =∑3

k=i [
−→vj ]i
−→ei ). Alors,

B−1Af B =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


Démonstration. Notons

−→
bj la j ème colonne de B. Alors, Af

−→
bj = λj

−→
bj , et

Af B =

 λ1B11 λ2B12 λ3B13

λ1B21 λ2B22 λ3B23

λ1B31 λ2B32 λ3B33


Par définition, B−1−→bj = −→ej . Par conséquent, B−1Af

−→
bj = λjB

−1−→bj = λj
−→ej . �

al-tl.5. Matrices inversibles et déterminant.

Définition 0.8. Soit A ∈Mn(K). La comatrice ou matrice des cofacteurs de A est la matrice
Ã dont le coefficient ij est (−1)i+j det(A(j, i)).

Lemme 0.9. On a toujours AÃ = ÃA = detA · In.

Démonstration. On calcule par exemple

(AÃ)ij =
∑
k

(−1)k+jaik det(A(j, k)) .

Lorsque i = j, c’est la formule du déterminant de A, développé selon la i-ème ligne. Que se
passe-t-il lorsque i 6= j ? Appelons B la matrice obtenue en remplaçant dans la matrice A la
j-ème ligne par la i-ème. Alors la formule ci-dessus décrit le coefficient ij de la matrice BB̃. Or
cette matrice B a deux lignes égales si bien que son déterminant est nul. Donc, pour i 6= j,∑

k

(−1)k+jaik detA(j, k) =
∑
k

(−1)k+j bik︸︷︷︸
=bjk

det(B(j, k)) = det(B) = 0

Ceci montre que A · Ã est une matrice diagonale dont tous les coefficients de la diagonale sont
det(A). �
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Théorème 0.10. Une matrice A ∈ Mn(K) est inversible si et seulement si son déterminant

est non nul. Dans ce cas A−1 =
1

det(A)
Ã.

Démonstration. Si le déterminant de A est non-nul, la formule AÃ = det(A) · In permet de
trouver l’inverse de A. Si A est inversible, il existe une matrice A−1 telle que AA−1 = In. Ainsi
det(A) det(A−1) = det(In) = 1 et donc le déterminant de A ne peut pas être nul. �

al-tl.6. Multiplicité algébrique et géométrique.

Théorème 0.11. Soit α : V → V une application linéaire et λ une valeur propre. Alors
dimEλ ≤ mult(λ).

Démonstration. Soit e1, . . . , ek une base de Eλ que l’on complète en une base B de V . La
matrice de α dans cette base est alors de la forme

A =

(
λIk A′

0 B

)
,

où B ∈Mn−k(K), et son polynôme caractéristique est

cα = det

(
tIk − λIk A′

0 tIn−k −B

)
= det((t− λ)Ik) · det(tIn−k −B) = (t− λ)k · cB

Ainsi k ≤ mult(λ). �

al-tl.7. Critère de diagonalisation.

Théorème 0.12. Une matrice A ∈ Mn(K) est diagonalisable si et seulement mA est scindé
et n’a que des racines simples.

Démonstration. Si A est diagonalisable, elle est semblable à une matrice diagonale et nous
arrangeons les valeurs propres en les groupant de sorte que

A ≈ B =

λ1Ik1 0 0

0
. . . 0

0 0 λrIkr


avec les λi tous distincts. Le polynôme (t−λ1) . . . (t−λr) annule visiblement B, donc A. Comme
les racines de ma sont celles de cA, le polynôme minimal est scindé et n’a que des racines simples.

Réciproquement, si mA = (t − λ1) . . . (t − λr), la décomposition primaire de A donne Kn =
Eλ1⊕· · ·⊕Eλr puisque Ker(A−λiIn) est précisément l’espace propre Eλi . Il existe donc une base
de Kn formée de vecteurs propres, A est diagonalisable. �
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al-tl.8. Théorie.

Théorème 0.13 (Cayley-Hamilton). Soit A ∈ Mn(C). Alors le polynôme caractéristique de
A, cA, annule A, i.e. cA(A) est la matrice nulle.

Démonstration. Comme C est algébriquement clos, cA est scindé et A est triangularisable.
Il existe donc une matrice inversible S et une matrice T triangulaire supérieure (i.e. n ≥ i >
j ≥ 1 ⇒ Tij = 0) telles que S−1AS = T et donc A = STS−1. De plus, comme A et T sont
semblables, il suit que cA = cT . Par ailleurs, pour tout polynôme p ∈ C[x],

p(A) = p(STS−1) = Sp(T )S−1

Par conséquent, cA(A) = 0 ⇔ cA(T ) ⇔ cT (T ) = 0.
Notons λ1, λ2, · · · , λn les éléments diagonaux de T . Alors

cA(t) = cT (t) = (t− λ1)(t− λ2) · · · (t− λn)

Soit

v0 =


v01

v02
...
v0n

 ∈Mn×1(C)

un vecteur colonne. On trouve,

(T − λnIn)v =


λ1 − λn ∗ · · · ∗

0 λ2 − λn ∗ · · · ∗
...

. . .
...

. . .
0 · · · λn − λn




v01

v02
...
...
v0n

 =


v11

v12
...

v1n−1

0

 = v1

où v1 est un vecteur colonne dont la dernière composante est nulle car la dernière ligne de (T−λnIn)
est nulle. On montre ensuite par induction que (T −λiIn) envoie un vecteur vi dont les i dernières
composantes sont nulles sur un vecteur vi+1 dont les i+ 1 dernières composantes sont nulles:B ∗ ∗

0 λi − λi ∗
0 0 ∗

 ∗
vin−i

0

 =

∗0
0


Ainsi (T − λ1In) · · · (T − λnIn)v0 = 0 pour tout v0, si bien que cT (T ) est la matrice nulle et donc
également CA(A). �

al-tl.9. Théorie.

Théorème 0.14. Soient A,B ∈Mn(K). Alors det(AB) = det(A) · det(B).

Démonstration. Les colonnes Ck de la matrice produit C = AB ont pour coefficients cik =∑
j aijbjk. En d’autres termes Ck =

∑
j bjkAj. Par linéarité du déterminant on peut donc calculer

det(C) = det(C1, . . . , Cn) =
∑
j1

· · ·
∑
jn

bj11 . . . bjnn det(Aj1 , . . . , Ajn)
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Lorsque deux indices ja et jb sont égaux, le déterminant est nul car deux colonnes sont identiques.
Il ne reste donc que la somme sur tous les choix (j1, . . . , jn) d’entiers tous différents. C’est donc
une somme sur toutes les permutations de Sn:

det(AB) =
∑
σ∈Sn

bσ(1)1 . . . bσ(n)n det(Aσ(1), . . . , Aσ(n))

On réarrange les colonnes de cette dernière matrice en effectuant une permutation σ−1, ce qui
change le signe par sign(σ). Par conséquent

det(AB) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)bσ(1)1 . . . bσ(n)n det(A1, . . . , An) = det(A) det(B)

�

al-tl.10. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théorème 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient (V, 〈·, ·〉) un espace hermitien, et u, v ∈ V .
Alors

|〈u, v〉| ≤ ||u|| ||v|| ,
avec égalité si et seulement si u et v sont liés.

Démonstration. Si 〈u, v〉 = 0, il n’y a rien à démontrer. Supposons que 〈u, v〉 6= 0. Pour
tout λ ∈ C, on a

0 ≤ ||u+ λv||2 = ||u||2 + λ〈u, v〉+ λ〈u, v〉+ |λ|2||v||2 .

Remplaçons λ par

λ = x
〈u, v〉
|〈u, v〉|

,

avec x ∈ R. On obtient
‖u‖2 + 2x|〈u, v〉|+ x2‖v‖2 ≥ 0

Le trinôme p(x) = ||u||2 + 2x|〈u, v〉| + x2||v||2 étant de signe constant, son discriminant ∆ =
(2|〈u, v〉|)2 − 4||u||2||v||2 = 4(|〈u, v〉|2 − ||u||||v||2) est négatif, ce qui permet de conclure. �

al-tl.11. Théorème du rang.

Théorème 0.15 (du rang). Soit f : V → W une application linéaire. Alors le rang de f est
fini si et seulement si Ker(f) est de codimension finie. Dans ce cas rang(f) = codim(Ker(f)).

Démonstration. Ecrivons V = Ker(f)⊕ U . Alors la restriction de f à U définit une appli-
cation linéaire bijective g : U → Im(f) (où g(u) = f(u) pour u ∈ U). Ainsi

codim(Ker(f)) = dim(U) = dim(Im(f)) = rang(f)

�

Corollaire 0.16. Soit f : V → W une application linéaire entre espaces vectoriels de di-
mension finie. Alors rang(f) = dim(V )− dim(Ker(f)) et si dim(V ) = dim(W ), f est bijective si
et seulement si elle est injective, si et seulement si elle est surjective.
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al-tl.12. Théorème de Cayley-Hamilton.

Théorème 0.17. Soit A ∈Mn(K). Alors cA annule A, i.e. cA(A) est la matrice nulle.

Démonstration. On effectue la preuve dans le cas où K est un corps algébriquement clos.
On sait alors que cA est scindé et que A est triangularisable. Supposons donc que A est une
matrice triangulaire puisque f(SAS−1) = Sf(A)S−1 pour tout polynôme f ∈ K[t]. On est dans
la situation où cA = (t−λ1) . . . (t−λn) et l’ordre choisi pour les valeurs propres sera le même que
celui dans lequel elles apparaissent dans la diagonale de SAS−1. Calculons à présent pour tout
vecteur colonne X ∈Mn×1(K):

(A− λ1In) . . . (A− λnIn)X = (A− λ1In) . . . (A− λn−1In)Y

où Y est un vecteur colonne dont la dernière composante est nulle car la dernière ligne de (A−λnIn)
est nulle. On montre ensuite par induction que (A − λiIn) envoie un vecteur Y dont les n − i
dernières composantes sont nulles sur un vecteur dont les (n− i+ 1) dernières composantes sont
nulles: B ∗ ∗

0 λi − λi ∗
0 0 ∗

∗yi
0

 =

∗0
0


Ainsi (A− λ1In) . . . (A− λnIn)X = 0 pour tout X, si bien que cA(A) est la matrice nulle.

Lorsque K n’est pas algébriquement clos, il existe toujours une clôture algébrique K ⊂ K̄. Le
résultat du calcul de la matrice cA(A) ne dépend pas du corps dans lequel on se place (un calcul
de sommes et de produits de nombres réels ne donnera pas un autre résultat si on considère ces
nombres comme des nombres complexes !). Dans Mn(K̄), on a que cA(A) = 0 si bien que cA
annule A. �

al-tl.13. Permutations.

Lemme 0.18. Soient σ, τ ∈ Sn. Alors sign(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)
.

Démonstration. Nous allons découper l’ensemble des paires (i, j) avec i < j en deux
morceaux. D’une part l’ensemble A des paires (i, j) pour lesquelles τ−1(i) < τ−1(j) et d’autre
part celui B des paires pour lesquelles τ−1(i) > τ−1(j). Si nous effectuons le changement de
variables k = τ−1(i) et m = τ−1(j), les éléments de A correspondent aux paires τ(k) < τ(m)
telles que k < m. Pour B en revanche nous posons k = τ−1(j) et m = τ−1(i), et les paires de B
correspondent aux paires τ(k) > τ(m) telles que k < m. Alors

sign(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)

j − i
=
∏

(i,j)∈A

σ(j)− σ(i)

j − i
·
∏

(i,j)∈B

σ(j)− σ(i)

j − i

=
∏

τ(k)<τ(m)
k<m

σ(τ(m))− σ(τ(k))

τ(m)− τ(k)
·

∏
τ(k)>τ(m)

k<m

σ(τ(m))− σ(τ(k))

τ(m)− τ(k)

=
∏

1≤k<m≤n

σ(τ(m))− σ(τ(k))

τ(m)− τ(k)

�
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al-tl.14. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théorème 0.19 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soient (V, 〈·, ·〉) un espace euclidien ou her-
mitien, et u, v ∈ V . Alors

|〈u, v〉| ≤ ||u|| ||v|| ,
avec égalité si et seulement si u et v sont liés.

Démonstration. Commençons par considérer le cas euclidien. Pour tout t ∈ R, on a

0 ≤ ||u+ tv||2 = ||u||2 + 2t〈u, v〉+ t2||v||2 .

Puisque le trinôme p(t) = ||u||2 + 2t〈u, v〉 + t2||v||2 est de signe constant, son discriminant ∆ =
(2〈u, v〉)2 − 4||u||2||v||2 = 4(〈u, v〉2 − ||u||||v||2) est négatif, ce qui permet de conclure.

Supposons maintenant que V est hermitien. Si 〈u, v〉 = 0, il n’y a rien à démontrer. Supposons
que 〈u, v〉 6= 0. Pour tout λ ∈ C, on a

0 ≤ ||u+ λv||2 = ||u||2 + λ〈u, v〉+ λ〈u, v〉+ |λ|2||v||2 .

Remplaçons λ par

λ = x
〈u, v〉
|〈u, v〉|

,

avec x ∈ R. On obtient

‖u‖2 + 2x|〈u, v〉|+ x2‖v‖2 ≥ 0

Le trinôme p(x) = ||u||2 + 2x|〈u, v〉| + x2||v||2 étant de signe constant, son discriminant ∆ =
(2|〈u, v〉|)2 − 4||u||2||v||2 = 4(|〈u, v〉|2 − ||u||||v||2) est négatif, ce qui permet de conclure. �

al-tl.15. Unicité de la signature.

Théorème 0.20 (Unicité le la signature). Supposons que la matrice de β : V 2 → R par rapport
à une base G = (g1, . . . , gn) soit :  Ip 0

−Iq
0 0


et que par rapport à une autre base G′ = (g′1, . . . , g

′
n) la matrice de β soit : Ip′ 0

−Iq′
0 0


Alors p = p′ et q = q′. Cela implique que la signature est bien définie.

Démonstration. • Soit m ∈ V ⊥ et écrivons m =
∑n

i=1 λigi. Alors :

0 = β(m, gj) =
n∑
i=1

λiβ(gi, gj) = λj β(gj, gj)︸ ︷︷ ︸
=±1 si 1≤j≤p+q
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Ainsi λj = 0 pour 1 ≤ j ≤ p + q. Donc m =
∑n

i=p+q+1 λigi. Cela montre que V ⊥ ⊂
Vect(gp+q+1, . . . , gn). L’autre inclusion est facile car si p + q + 1 ≤ j ≤ n, alors gj est
orthogonal à tout vecteur de base, donc,

gj ∈ V ⊥ =⇒ Vect(gp+q+1, . . . , gn) ⊂ V ⊥

=⇒ V ⊥ = Vect(gp+q+1, . . . , gn)

=⇒ dimV ⊥ = r

On applique le même argument à G′ et on obtient que dimV ⊥ = r′. Donc

r = r′

• On peut supposer que p ≥ p′ (donc q ≤ q′). Soit U = Vect(g1, . . . , gp) et W =
Vect(g′p′+1, . . . , g

′
n). On a que dimU = p et que dimW = n − p′ = q′ + r′ = q′ + r.

On va montrer que U ∩W = {0}. Soit v ∈ U ∩W . Alors,

v ∈ U =⇒ v =

p∑
i=1

λigi

=⇒ β(v, v) =

p∑
i=1

p∑
j=1

λiλjβ(gi, gj)

=

p∑
i=1

λ2
i β(gi, gi)︸ ︷︷ ︸

=1 car 1≤i≤p

=

p∑
i=1

λ2
i ≥ 0

Par ailleurs,

v ∈ W =⇒ v =
n∑

i=p′+1

µigi

=⇒ β(v, v) = . . . =
n∑

i=p′+1

µ2
i β(gi, gi)︸ ︷︷ ︸
≤0 car p′+1≤i≤n

≤ 0

Donc,

β(v, v) = 0 =⇒ β(v, v) =

p∑
i=1

λ2
i = 0

=⇒ λ1 = . . . = λn = 0

=⇒ v = 0

=⇒ U ∩W = {0}
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Il s’ensuit que la somme U +W est directe et donc :

p+ (n− p′) = dimU + dimW = dim(U ⊕W ) ≤ dimV = n

=⇒ p− p′ ≤ 0

=⇒ p ≤ p′

=⇒ p = p′ car p ≥ p′

=⇒ q = q′

�

al-tl.16. Théorème du supplémentaire orthogonal.

Proposition 0.21. Soit β : V 2 → K une forme bilinéaire symétrique non dégénérée d’un
K-espace vectoriel V de dimension finie. Alors β induit un isomorphisme d’espaces vectoriels :

β̂ : V → V ∗

v 7→ β(−, v)

où pour v fixé β(−, v) représente la forme linéaire

V → K
u 7→ β(u, v)

Démonstration. • On montre la linéarité de β̂.

β̂(λ1v1 + λ2v2) = β(−, λ1v1 + λ2v2)

= λ1β(−, v1) + λ2β(−, v2)

= λ1β̂(v1) + λ2β̂(v2)

car − désigne n’importe quel vecteur de V .
• On montre l’injectivité de β̂. On cherche ker(β̂). Soit v ∈ ker(β̂). Alors β(−, v) ≡ 0

(forme bilinéaire nulle). Donc β(u, v) = 0, ∀u ∈ V . Donc v est orthogonal à tout u de V .

Par non dégénérescence de β on a que v = 0. Donc ker(β̂) = {0}.
• Finalement β̂ est linéaire et injective. De plus dimV = dimV ∗. Par le théorème du rang,

on a que β̂ est bijective et donc c’est un isomorphisme.
�

Corollaire 0.22. Soit V un K−espace vectoriel de dimension finie. Si β : V 2 → K est une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée, alors toute forme linéaire sur V est du type β(−, v0)
pour un certain v0 ∈ V .

Démonstration. C’est une reformulation du fait que β̂ : V → V ∗ est surjective:

∀γ ∈ V ∗, ∃v ∈ V tel que γ = β̂(v)

�

Théorème 0.23 (Supplémentaire orthogonal). Soit β : V 2 → K une forme bilinéaire symé-
trique sur un K-espace vectoriel V de dimension finie. Soit W un sous espace de V et supposons
que β|W 2 : W 2 → K est non dégénérée. Alors :

V = W ⊕W⊥
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Démonstration. • Soit u ∈ W ∩W⊥. Alors u ∈ W⊥ et β(u,w) = 0, ∀w ∈ W . Par
non dégénérescence de β|W 2 on en déduit que u = 0. Donc W ∩W⊥ = {0}.
• Il est évident que W ⊕ W⊥ ⊂ V . On cherche à montrer que V ⊂ W ⊕ W⊥. Soit
v ∈ V . Alors β(−, v) est une forme linéaire sur V . On restreint cette forme à W :
β|W (−, v) : W → K. C’est une forme linéaire sur W . On applique le corollaire précédent
à W , à la forme bilinéaire non dégénérée restreinte à W : β|W 2 : W 2 → K et à la forme
linéaire β|W (−, v) : W → K. On en déduit qu’il existe un w0 ∈ W tel que :

β|W (−, v) = β|W (−, w0)

En d’autres termes :

β(w, v) = β(w,w0), ∀w ∈ W =⇒ β(w, v − w0) = 0 ∀w ∈ W
=⇒ v − w0 ∈ W⊥

=⇒ v = w0︸︷︷︸
∈W

+ (v − w0)︸ ︷︷ ︸
∈W⊥

Ainsi V = W ⊕W⊥ �

al-tl.17. Existence et unicité de l’adjoint.

Définition 0.24. Soit α ∈ L(V ). L’adjointe de α est une transformation linéaire de V notée
α∗ telle que

〈α(v), w〉 = 〈v, α∗(w)〉
pour tous v, w ∈ V .

Pour le moment nous ne savons pas si l’adjoint de α existe. Par contre l’unicité est claire
puisqu’un produit scalaire est une forme non dégénérée. En effet, si

〈α(v), w〉 = 〈v, α∗(w)〉 = 〈v, β(w)〉, ∀ v, w ∈ V

alors
α∗(w)− β(w) ∈ V ⊥ = {0} ∀ w ∈ V ⇒ α∗ = β

Pour montrer l’existence, nous nous appuierons sur le lemme suivant.

Lemme 0.25. Soit ϕ ∈ V ∗ une forme linéaire. Il existe alors un unique w ∈ V tel que
ϕ(v) = 〈v, w〉 pour tout v ∈ V .

Démonstration. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt nous assure l’existence
d’une base orthonormée G = (g1, . . . , gn). Posons

w =
n∑
j=1

ϕ(gj)gj

On calcule alors 〈gi, w〉 en utilisant la semi-linéarité par rapport à la deuxième variable:

〈gi, w〉 =
n∑
j=1

ϕ(gj)〈gi, gj〉 =
n∑
j=1

ϕ(gj)δij = ϕ(gi)

Les formes ϕ et 〈−, w〉 cöıncident sur les vecteurs de la base G, elles sont donc égales. L’unicité
vient à nouveau du fait que le produit scalaire est non dégénéré (car défini positif). Si w′ est
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un vecteur de V tel que ϕ = 〈−, w′〉, alors 〈v, w − w′〉 = 0 pour tout v ∈ V , si bien que
w − w′ ∈ V ⊥ = {0}. �

Théorème 0.26. Soit α ∈ L(V ). Alors α possède une unique adjointe α∗.

Démonstration. On fixe un vecteur w ∈ W et on considère la forme linéaire 〈α(−), w〉. Par
le lemme précédent, il existe un unique u ∈ V tel que

〈α(v), w〉 = 〈v, u〉

On définit l’adjoint par: α∗(w) = u. Nous devons donc montrer que cette formule définit une
transformation linéaire de V . Calculons pour w1, w2 ∈ V et λ1, λ2 ∈ C:

〈v, α∗(λ1w1 + λ2w2)〉 = 〈α(v), λ1w1 + λ2w2〉
= λ1 〈α(v), w1〉+ λ2 〈α(v), w2〉
= λ1 〈v, α∗(w1)〉+ λ2 〈v, α∗(w2)〉
= 〈v, λ1α

∗(w1) + λ2α
∗(w2)〉

pour tout v ∈ V . Par conséquent α∗(λ1w1 + λ2w2) − λ1α
∗(w1) − λ2α

∗(w2) est orthogonal à
tout v ∈ V . Ce vecteur est donc nul (car un produit scalaire est non dégénéré) si bien que
α∗(λ1w1 + λ2w2) = λ1α

∗(w1) + λ2α
∗(w2). �

al-tl.18. Théorème spectral.

Lemme 0.27. Soit λ et µ deux valeurs propres distinctes d’une transformation auto-adjointe
α : V → V . Alors les espaces propres Eλ et Eµ sont orthogonaux.

Démonstration. Soit v ∈ Eλ et w ∈ Eµ. Nous devons montrer que v et w sont orthogonaux.
Calculons donc

λ〈v, w〉 = 〈λv, w〉
= 〈α(v), w〉
= 〈v, α(w)〉
= 〈v, µw〉
= µ〈v, w〉
= µ〈v, w〉

Nous avons utilisé le fait que µ est une valeur propre réelle dans la dernière égalité. Comme λ 6= µ
on doit forcément avoir que 〈v, w〉 = 0. �

Lemme 0.28. Soit λ une valeur propre d’une transformation linéaire auto-adjointe α : V → V .
Alors l’espace propre Eλ et son orthogonal E⊥λ sont des sous-espaces invariants par α.

Démonstration. Le fait qu’un espace propre de α est invariant par α est général et ne
dépend pas du fait que α soit auto-adjointe. Il suffit donc de voir que E⊥λ est aussi α-invariant,
autrement dit que α(E⊥λ ) ⊂ E⊥λ . Soit donc w ∈ E⊥λ alors pour tout v ∈ Eλ

〈α(w), v〉 = 〈w, α(v)〉 = 〈w, λv〉 = 0

Ceci implique que α(w) ∈ E⊥λ . �
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Théorème 0.29 (spectral.). Soit V un espace hermitien et soit α ∈ L(V ) une transformation
auto-adjointe. Alors α est diagonalisable. Plus précisément V admet une base orthonormée formée
de vecteurs propres. De plus les espaces propres sont orthogonaux entre eux.

Démonstration. On procède par récurrence sur dim(V ). Si dim(V ) = 1 il n’y a rien a
démontrer. On suppose donc le théorème démontré pour tout espace hermitien de dimension
strictement plus petite que n. Soit V avec dim(V ) = n.

Par la proposition vue la semaine passée, le polynôme caractéristique cα(t) est scindé sur R
et possède donc au moins une racine λ ∈ R. Le produit scalaire étant une forme non dégénérée,
on a une décomposition en somme directe V = Eλ ⊕ E⊥λ . Le lemme précédent nous autorise à
considérer la restriction α|E⊥λ ∈ L(E⊥λ ). Cette transformation linéaire est encore auto-adjointe.

Comme dimEλ ≥ 1 on a que dimE⊥λ < n et donc l’hypothèse de récurrence s’applique si bien
que α|E⊥λ est diagonalisable. L’espace vectoriel E⊥λ se décompose donc en somme directe de sous-
espaces propres

E⊥λ = Eλ2 ⊕ . . .⊕ Eλr
De plus Eλi⊥Eλj pour tout i 6= j. Revenons maintenant à α. On a une décomposition en somme
directe

V = Eλ ⊕ Eλ2 ⊕ . . .⊕ Eλr
où tous les espaces propres sont orthogonaux entre eux par le premier lemme. Pour simplifier
l’écriture posons λ1 = λ.

Choisissons pour chaque i une base orthonormée Gi de Eλi (une telle base existe par le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué à l’espace hermitien Eλi). On choisit enfin G =⋃r
i=1 Gi comme base de V .

Comme les Gi sont des bases orthonormées et que les espaces propres sont orthogonaux entre
eux, on a que G est une base orthonormée formée de vecteurs propres de α. �

al-tl.19. Rang de l’application duale.

Théorème 0.30. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et (e1, · · · , en) une base
de E. Alors (e∗1, · · · , e∗n) est une base de E∗. Par conséquent, E et E∗ ont la même dimension.

Démonstration. Commençons par montrer que e∗1, · · · , e∗n sont linéairement indépendants.
Pour tout vecteur de base ei, on a:

λ1e
∗
1 + · · ·+ λne

∗
n = 0 ⇒ (λ1e

∗
1 + · · ·+ λne

∗
n)(ei) = 0 ⇒ λ1e

∗
1(ei) + · · ·+ λne

∗
n(ei) = 0

⇒ λ1δ1i + · · ·+ λnδni = 0 ⇒ λi = 0

Montrons maintenant que e∗1, · · · , e∗n engendrent E∗. Soit φ ∈ E∗ et x ∈ E. Notons φi = φ(ei).
Alors,

φ(x) = φ(x1e1 + · · ·+xnen) = x1φ(e1)+ · · ·+xnφ(en) = x1φ1 + · · ·+xnφn = φ1e
∗
1(x)+ · · ·+φne∗n(x)

Par conséquent,

φ = φ(e1)e∗1 + · · ·+ φ(en)e∗n

�
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Théorème 0.31. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit H un sous-espace
vectoriel de E. Alors

dim(H) + dim(H◦) = dim(E)

Démonstration. Soit n = dim(E), p = dim(H) et (e1, · · · , en) une base de E telle que
(e1, · · · , ep) soit une base de H. Soit φ ∈ E∗. Alors

φ = φ1e
∗
1 + · · ·+ φne

∗
n

De plus, φ ∈ H◦ si et seulement si φ(x) = 0 pour tout x ∈ H, c’est-à-dire si et seulement si
φ(ei) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ p, donc si et seulement si φ1 = · · · = φp = 0. Par conséquent,
(e∗p+1, · · · , e∗n) est une base de H◦, ce qui montre que dim(H◦) = n− p. �

Théorème 0.32. Soient E et F deux espaces vectoriels et f : E → F une application linéaire.
Alors

Ker( tf) = Im(f)◦

Démonstration. Par définition,

Ker( tf) =
{
φ ∈ F ∗

∣∣∣ tf(φ) = 0
}

=
{
φ ∈ F ∗

∣∣∣ φ(f) = 0
}

Par ailleurs,

Im(f)◦ =
{
φ ∈ F ∗

∣∣∣ φ(y) = 0 ∀ y ∈ Im(f)
}

=
{
φ ∈ F ∗

∣∣∣ φ(f(x)) = 0, ∀ x ∈ E
}

Or, la relation φ(f) = 0 signifie φ(f(x)) = 0 pour tout x ∈ E. �

Théorème 0.33. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f : E → F une
application linéaire. Alors,

rang(f) = rang( tf)

Démonstration. Avec les résultats qui précèdent, en vertu du théorème des dimensions,
nous trouvons que

rang(f) = dim(Im(f)) = dim(f(E)) = dim(F )− dim(f(E)◦)

= dim(F )− dim(Ker( tf)) = dim(F ∗)− dim(Ker( tf)) = dim(Im( tf)) = rang( tf)

�

al-tl.20. Identités de polarisation.

Proposition 0.34 (Identité de polarisation). Soit β une forme bilinéaire symétrique
sur un K−espace vectoriel V et Q la forme quadratique associée à β. Alors

β(u, v) =
1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)] ∀ u, v ∈ V .
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Démonstration. Un simple calcul donne

1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)] =

1

2
[β(u+ v, u+ v)− β(u, u)− β(v, v)]

=
1

2
[β(u, u) + β(u, v) + β(v, u) + β(v, v)− β(u, u)− β(v, v)]

=
1

2
[β(u, v) + β(v, u)] =

1

2
[β(u, v) + β(u, v)] = β(u, v)

�

Proposition 0.35 (Identité de polarisation). Soit β une forme hermitienne sur un
C−espace vectoriel V et Q la forme quadratique associée à β (i.e. Q(u) = β(u, u)). Alors

β(u, v) =
1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)] +

i

2
[Q(u+ iv)−Q(u)−Q(v)] ∀ u, v ∈ V .

Démonstration. Un simple calcul donne

1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)] +

i

2
[Q(u+ iv)−Q(u)−Q(v)]

=
1

2
[β(u+ v, u+ v)− β(u, u)− β(v, v)] +

i

2
[β(u+ iv, u+ iv)− β(u, u)− β(v, v)]

=
1

2
[β(u, u) + β(u, v) + β(v, u) + β(v, v)− β(u, u)− β(v, v)]

+
i

2
[β(u, u) + β(u, iv) + β(iv, u) + β(iv, iv)− β(u, u)− β(v, v)]

=
1

2
[β(u, v) + β(v, u)] +

i

2

[
β(u, u)− iβ(u, v) + iβ(v, u) + |i|2β(v, v)− β(u, u)− β(v, v)

]
=

1

2

[
β(u, v) + β(u, v)

]
+

i

2

[
−iβ(u, v) + iβ(u, v)

]
= Re(β(u, v)) +

1

2

[
β(u, v)− β(u, v)

]
= Re(β(u, v)) + i · Im(β(u, v)) = β(u, v)

�

al-tl.21. Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Théorème 0.36. Soient (V, 〈·, ·〉) un espace euclidien ou hermitien de dimension n et

(f1, . . . , fn)

une base de V . Alors il existe une base orthonormée (g1, . . . , gn) de V telle que pour tout k, on
ait

Vect{g1; . . . ; gk} = Vect{f1; . . . ; fk} .
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Démonstration. On construit les vecteurs g1, ..., gn par récurrence. On pose

g′1 = f1 et g1 =
1

||g′1||
g′1 .

Clairement, on a ||g1|| = 1 et Vect{g1} = Vect{f1}. Puis on pose

W1 = Vect{g1}
∣∣∣ g′2 = f2 − pW1(f2) et g2 =

1

||g′2||
g′2 .

Alors g2 est de norme 1 et, puisque g′2 ∈ W⊥
1 , g2 est orthogonal à g1. Maintenant, soit k tel que

2 ≤ k ≤ n. Supposons que l’on ait construit g1, ..., gk−1. On pose alors

Wk−1 = Vect{g1; . . . ; gk−1}
∣∣∣ g′k = fk − pWk−1

(fk) et gk =
1

||g′k||
g′k .

Alors gk est de norme 1 et, puisque g′k ∈ W⊥
k−1, gk est orthogonal à g1,...,gk−1. �

al-tl.22. Théorème de Sylvester.

Théorème 0.37 (Sylvester). On considère le cas K = R. Soit β : V 2 → R une forme
bilinéaire symétrique sur un R-espace vectoriel V de dimension finie. Alors il existe une base
G = (g1, . . . , gn) de V par rapport à laquelle la matrice de β à la forme :



1 0
. . .

1
−1

. . .
−1

0
. . .

0 0



 p

 q

 r = n− p− q

Le couple (p, q) s’appelle la signature de la forme bilinéaire β

Démonstration. On procède par récurrence sur n = dimV . On constate d’abord que si
β = 0, alors sa matrice est la matrice nulle et on a gagné. On suppose β 6= 0. Par le lemme
précédent, ∃ g′1 ∈ V tel que β(g′1, g

′
1) 6= 0. On pose :

g1 =
g′1√

|β(g′1, g
′
1)|
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Alors :

β(g1, g1) =

(
1√

|β(g′1, g
′
1)|

)2

β(g′1, g
′
1)

=
1

|β(g′1, g
′
1)|
β(g′1, g

′
1)

= ±1

Ce cas correspond au cas n = 1. Si n ≥ 2, on va utiliser g1 pour continuer. On pose alors
W = Vect(g1). On a que β|W est non dégénérée car si λg1⊥w, ∀w ∈ W , alors en particulier
β(λg1, g1) = λβ(g1, g1) = 0 ⇒ λ = 0. On applique le théorème du supplémentaire orthogonal :
V = W ⊕W⊥. Il suit que dimW⊥ = n − 1, et on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à
β|W⊥ . Donc il existe une base (g2, . . . , gn) par rapport à laquelle β|W⊥ a une matrice diagonale
avec des 1,−1 et des 0 sur la diagonale. On complète cette base en G = (g1, g2, . . . , gn) qui est
une base de V . Comme g1 ∈ W et que g2, . . . , gn ∈ W⊥ on a que β(g1, gi) = 0, ∀i 2 ≤ i ≤ n.
Donc les coefficients non diagonaux de la première ligne et de la première colonne sont nuls (par
symétrie). Ainsi la matrice de β par rapport à G est du type :

β(g1, g1) | 0 . . . 0
− −| − − −
0 | Matrice
... | de
0 | β|W⊥


On obtient donc une matrice diagonale avec des 1,−1 et des 0 sur la diagonale. Il reste à changer
l’ordre des vecteurs de base pour avoir une matrice du type voulu : Ip 0

−Iq
0 0

 }
p}
q}
r = n− p− q

�

Théorème 0.38 (Unicité le la signature). Supposons que la matrice de β : V 2 → R par rapport
à une base G = (g1, . . . , gn) soit :  Ip 0

−Iq
0 0


et que par rapport à une autre base G′ = (g′1, . . . , g

′
n) la matrice de β soit : Ip′ 0

−Iq′
0 0


Alors p = p′ et q = q′. Cela implique que la signature est bien définie.

Démonstration. • Soit m ∈ V ⊥ et écrivons m =
∑n

i=1 λigi. Alors :

0 = β(m, gj) =
n∑
i=1

λiβ(gi, gj) = λj β(gj, gj)︸ ︷︷ ︸
=±1 si 1≤j≤p+q
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Ainsi λj = 0 pour 1 ≤ j ≤ p + q. Donc m =
∑n

i=p+q+1 λigi. Cela montre que V ⊥ ⊂
Vect(gp+q+1, . . . , gn). L’autre inclusion est facile car si p + q + 1 ≤ j ≤ n, alors gj est
orthogonal à tout vecteur de base, donc,

gj ∈ V ⊥ =⇒ Vect(gp+q+1, . . . , gn) ⊂ V ⊥

=⇒ V ⊥ = Vect(gp+q+1, . . . , gn)

=⇒ dimV ⊥ = r

On applique le même argument à G′ et on obtient que dimV ⊥ = r′. Donc

r = r′

• On peut supposer que p ≥ p′ (donc q ≤ q′). Soit U = Vect(g1, . . . , gp) et W =
Vect(g′p′+1, . . . , g

′
n). On a que dimU = p et que dimW = n − p′ = q′ + r′ = q′ + r.

On va montrer que U ∩W = {0}. Soit v ∈ U ∩W . Alors,

v ∈ U =⇒ v =

p∑
i=1

λigi

=⇒ β(v, v) =

p∑
i=1

p∑
j=1

λiλjβ(gi, gj)

=

p∑
i=1

λ2
i β(gi, gi)︸ ︷︷ ︸

=1 car 1≤i≤p

=

p∑
i=1

λ2
i ≥ 0

Par ailleurs,

v ∈ W =⇒ v =
n∑

i=p′+1

µigi

=⇒ β(v, v) = . . . =
n∑

i=p′+1

µ2
i β(gi, gi)︸ ︷︷ ︸
≤0 car p′+1≤i≤n

≤ 0

Donc,

β(v, v) = 0 =⇒ β(v, v) =

p∑
i=1

λ2
i = 0

=⇒ λ1 = . . . = λn = 0

=⇒ v = 0

=⇒ U ∩W = {0}
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Il s’ensuit que la somme U +W est directe et donc :

p+ (n− p′) = dimU + dimW = dim(U ⊕W ) ≤ dimV = n

=⇒ p− p′ ≤ 0

=⇒ p ≤ p′

=⇒ p = p′ car p ≥ p′

=⇒ q = q′

�

al-tl.23. Théorème de Sylvester.

Théorème 0.39 (Sylvester). On considère le cas K = R. Soit β : V 2 → R une forme
bilinéaire symétrique sur un R-espace vectoriel V de dimension finie. Alors il existe une base
G = (g1, . . . , gn) de V par rapport à laquelle la matrice de β à la forme :

1 0
. . .

1
−1

. . .
−1

0
. . .

0 0



 p

 q

 r = n− p− q

Le couple (p, q) s’appelle la signature de la forme bilinéaire β

Démonstration. On procède par récurrence sur n = dimV . On constate d’abord que si
β = 0, alors sa matrice est la matrice nulle et on a gagné. On suppose β 6= 0. Par le lemme
précédent, ∃ g′1 ∈ V tel que β(g′1, g

′
1) 6= 0. On pose :

g1 =
g′1√

|β(g′1, g
′
1)|

Alors :

β(g1, g1) =

(
1√

|β(g′1, g
′
1)|

)2

β(g′1, g
′
1)

=
1

|β(g′1, g
′
1)|
β(g′1, g

′
1)

= ±1

Ce cas correspond au cas n = 1. Si n ≥ 2, on va utiliser g1 pour continuer. On pose alors
W = Vect(g1). On a que β|W est non dégénérée car si λg1⊥w, ∀w ∈ W , alors en particulier
β(λg1, g1) = λβ(g1, g1) = 0 ⇒ λ = 0. On applique le théorème du supplémentaire orthogonal :
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V = W ⊕W⊥. Il suit que dimW⊥ = n − 1, et on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à
β|W⊥ . Donc il existe une base (g2, . . . , gn) par rapport à laquelle β|W⊥ a une matrice diagonale
avec des 1,−1 et des 0 sur la diagonale. On complète cette base en G = (g1, g2, . . . , gn) qui est
une base de V . Comme g1 ∈ W et que g2, . . . , gn ∈ W⊥ on a que β(g1, gi) = 0, ∀i 2 ≤ i ≤ n.
Donc les coefficients non diagonaux de la première ligne et de la première colonne sont nuls (par
symétrie). Ainsi la matrice de β par rapport à G est du type :

β(g1, g1) | 0 . . . 0
− −| − − −
0 | Matrice
... | de
0 | β|W⊥


On obtient donc une matrice diagonale avec des 1,−1 et des 0 sur la diagonale. Il reste à changer
l’ordre des vecteurs de base pour avoir une matrice du type voulu : Ip 0

−Iq
0 0

 }
p}
q}
r = n− p− q

�

al-tl.24. Unicité de la signature.

Théorème 0.40 (Unicité de le la signature). Soit V un espace vectoriel réel de dimension
finie et soit β : V × V → R une forme bilinéaire symétrique. Supposons que la matrice de β par
rapport à une base G = (g1, . . . , gn) soit : Ip 0

−Iq
0 0


et que par rapport à une autre base G′ = (g′1, . . . , g

′
n) la matrice de β soit : Ip′ 0

−Iq′
0 0


Alors p = p′ et q = q′. Cela implique que la signature est bien définie.

Démonstration.

• Soit m ∈ V ⊥ et écrivons m =
∑n

i=1 λigi. Alors :

0 = β(m, gj) =
n∑
i=1

λiβ(gi, gj) = λj β(gj, gj)︸ ︷︷ ︸
=±1 si 1≤j≤p+q

Ainsi λj = 0 pour 1 ≤ j ≤ p + q. Donc m =
∑n

i=p+q+1 λigi. Cela montre que V ⊥ ⊂
Vect(gp+q+1, . . . , gn). L’autre inclusion est facile car si p + q + 1 ≤ j ≤ n, alors gj est
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orthogonal à tout vecteur de base, donc,

gj ∈ V ⊥ =⇒ Vect(gp+q+1, . . . , gn) ⊂ V ⊥

=⇒ V ⊥ = Vect(gp+q+1, . . . , gn)

=⇒ dimV ⊥ = r

On applique le même argument à G′ et on obtient que dimV ⊥ = r′. Donc

r = r′

• On peut supposer que p ≥ p′ (donc q ≤ q′). Soit U = Vect(g1, . . . , gp) et W =
Vect(g′p′+1, . . . , g

′
n). On a que dimU = p et que dimW = n − p′ = q′ + r′ = q′ + r.

On va montrer que U ∩W = {0}. Soit v ∈ U ∩W . Alors,

v ∈ U =⇒ v =

p∑
i=1

λigi

=⇒ β(v, v) =

p∑
i=1

p∑
j=1

λiλjβ(gi, gj)

=

p∑
i=1

λ2
i β(gi, gi)︸ ︷︷ ︸

=1 car 1≤i≤p

=

p∑
i=1

λ2
i ≥ 0

Par ailleurs,

v ∈ W =⇒ v =
n∑

i=p′+1

µigi

=⇒ β(v, v) = . . . =
n∑

i=p′+1

µ2
i β(gi, gi)︸ ︷︷ ︸
≤0 car p′+1≤i≤n

≤ 0

Donc,

β(v, v) = 0 =⇒ β(v, v) =

p∑
i=1

λ2
i = 0

=⇒ λ1 = . . . = λn = 0

=⇒ v = 0

=⇒ U ∩W = {0}
Il s’ensuit que la somme U +W est directe et donc :

p+ (n− p′) = dimU + dimW = dim(U ⊕W ) ≤ dimV = n

=⇒ p− p′ ≤ 0

=⇒ p ≤ p′

=⇒ p = p′ car p ≥ p′

=⇒ q = q′
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�

al-tl.25. Formes bilinéaires symétriques non dégénérées.

Théorème 0.41. Soit B la matrice d’une forme bilinéaire symétrique β : V 2 → K par rapport
à une base F = (f1, . . . , fn) de V . Alors β est non dégénérée si et seulement si B est inversible
(donc si det(B) 6= 0).

Démonstration.

u orthogonal à tout v ∈ V ⇐⇒ β(u, v) = 0, ∀v ∈ V

⇐⇒ (v1 . . . vn)B

 u1
...
un

 = 0, ∀v1, . . . , vn ∈ K

⇐⇒ (0 . . . 0

i ème position︷︸︸︷
1 0 . . . 0)B

 u1
...
un

 = 0, ∀i 1 ≤ i ≤ n

⇐⇒ (Bi1 . . . Bin)

 u1
...
un

 = 0, ∀i 1 ≤ i ≤ n

⇐⇒ B

 u1
...
un

 =

 0
...
0


⇐⇒ u est solution du système BX = 0

Il s’ensuit que :

Le seul vecteur orthogonal à tout v de V est le vecteur u = 0

⇐⇒ La seule solution du système BX = 0 est le vecteur u = 0

⇐⇒ (Par le théorème du rang) rang(B) = n

⇐⇒ B est inversible

⇐⇒ det(B) 6= 0

�

al-tl.26. Critère de Sylvester.

Théorème 0.42 (Critère de Sylvester). Soit V un R−espace vectoriel de dimension finie et
B la matrice d’une forme bilinéaire symétrique β : V 2 → R relativement à une base. Alors, β
est définie positive si et seulement si les n mineurs principaux dominants de B sont strictement
positifs.

Démonstration. Si β est définie positive, alors det(B) > 0. En effet, en vertu du théorème
de Sylvester, il existe une matrice inversible S telle que S>BS = In. Par conséquent, 1 =
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det(S>)det(B)det(S) = det(S)2det(B). Le même argument appliqué aux sous-espaces Rk ×
{0}n−k, pour 1 ≤ k ≤ n− 1 montre que la condition est nécessaire.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. On procède par récurrence sur le di-
mension n = dim(V ). Pour n = 1, c’est évident. Supposons la propriété vraie pour n − 1. Soit
W = Rn−1 × {0}. Par hypothèse de récurrence, la restriction de β à W est définie positive.
Par conséquent, il existe une base (f1, · · · , fn−1) de W par rapport à laquelle, la matrice de la
restriction de β à W est In−1. Soit en le n-ième vecteur de la base canonique de Rn. Posons

f ′n = en −
n−1∑
i=1

β(en, fi)fi

Alors,

β(f ′n, fj) = β

(
en −

n−1∑
i=1

β(en, fi)fi, fj

)
= β(en, fj)−

n−1∑
i=1

β(en, fi) β(fi, fj)︸ ︷︷ ︸
=δij

= β(en, fj)− β(en, fj) = 0

Par conséquent, relativement à la base (f1, · · · , fn−1, f
′
n), la matrice de β est diagonale avec

1, · · · , 1, β(f ′n, f
′
n) sur la diagonale. Par hypothèse,

β(f ′n, f
′
n) = det(S>BS) = det(S)2det(B) > 0

où S est la matrice inversible de changement de base. En posant fn = f ′n√
β(f ′n,f

′
n)

, la matrice de β

relativement à la base (f1, · · · , fn) est In ce qui montre que β est définie positive. �
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